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1 — INTRODUÇÃO 

PIMENTEL GOMES e MALA VOLTA (1949) indicaram a 
marcha a seguir para a interpolação da equação de MITS-
CHERLICH a dados experimentais pelo método dos quadrados 
mínimos, que eqüivale, no caso em apreço ao da máxima ve
rossimilhança ("maximum likelihood"). Infelizmente, porém, 
a marcha a seguir era bastante laboriosa. 

' Agora, porém, apresentamos uma série de seis tabelas de 
funções, que permitem uma interpolação rápida e precisa. 

2 — OS POLINÔMIOS TABULADOS 

Admitimos o caso de uma experiência com testemunha e 
quatro tratamentos com as doses q, 2q, 3q, 4q de elemento fer
tilizante ou adubo. Preferimos tomar por base esse caso por
que nele o número de tratamentos não é excessivo e conduz a 
uma análise de variância com dois graus de liberdade para á 
correlação pela lei de MITSCHERLICH (PIMENTEL GOMES 
(1950a) e (1950b). 

A equação em c a ser resolvida é então 

onde x l = 0, x2 = q, x3 = 2q, x4 = 3q, x5 = 4q e y l , y2, y3, 
y4, y5 representam as produções obtidas com as doses x cor
respondentes. Podemos tomar z = 10—cq e obtemos a nova e-
quação 



Podemos dividir por z a segunda linha e fixar n ==•> 5. Pa
ra simplificar, ainda, tomamos q como unidade, de sorte que 
fica x l = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3, x5 = 4. O determinante, es
crito por extenso, será o seguinte : 

O desenvolvimento desse determinante nos d á : 

Estes cinco polinômios são, porém, divisíveis por (z — 1 ) 3 , 
conforme se deduz de um trabalho de NOGUEIRA (1950). Fei
ta a divisão, obtemos: 

São estes polinômios, coeficientes dos diversos valores de y, 
que devemos tabular, afim de facilitar a resolução da equação. 



Os valores de z que interessam à tabulação são os qüe vão 
de 0 a 1, pois, sendo 

z = 10—c, 

uma vez que tomamos q como unidade, e que temos c > 0, 
é claro que fica 

0 < z < 1 . 

O cálculo das tabelas não poderia ter sido feito sem o au
xílio inestimável do pessoal e máquinas especializados da Se
ção de Estatística da "Luiz de Queiroz", gentilmente cedidos 
pelo Prof. F . G. Bríeger. 

3 — UM EXEMPLO DE APLICAÇÃO 

Numa experiência de calagem de trigo realizada em Pon
ta Grossa, Paraná, pelo Ministério de Agricultura, aplicou-se 
cal extinta (hidróxido de cálcio) nas doses de 0, 2, 4, 6 e 8 to
neladas por hectare. Utilizou-se um quadro latino de 5 x 5. A 
cal foi aplicada em 1940 e o trigo foi cultivado de 1940 a 1948 
nas mesmas parcelas. Os dados de 1942 são dados a seguir. 

A equação a resolver será, pois, 

R(z ) = 984 J l (z) + 1386 J2 (z) + 1458 J 3 (z) + 
+ 1486 J4 (z) + 1464 J5 (z) = 0 , 

onde J l ( z ) , J2 (z ) , e t c , são os polinômios tabulados. 
Para z = 0 as tabelas nos d ã o : 

J l (z) = 0, J2 (z) = — 3, J3 (z) = J4 (z) = J5 (z) = 1. 

Logo f ica : 

R (0) = 984 X 0 — 1386 X 3 + 1458 X 1 + ' 
4- 1486 X 1 4- 1464 X 1 = 250 



Para z = 1 obtemos analogamente 

R (1) = 984 X 50 — 1386 X 25 — 1458 X 50 — 1486 X 25 -f 
+ 1465 X 50 = — 22300. 

Como R(0) ' e R ( l ) têm sinais contrários, existe, de fato, 
a raiz procurada entre 0 e 1. Essa raiz deve estar mais próxi
ma do 0 do que 1, como se vê facilmente. Tentemos então, 
por exemplo, z = 0,4. Vem, com o auxílio das tabelas, 

R(0,4) - 984 X 3,376 — 1386 X 7,811 — 1458 X 3,312 -f 
4 - I486 X 2,077 + 1464 X 5,669 = — 947,120. 

Logo, a raiz está entre zero e 0,4, ficando mais próxima de 
zero. Tomemos, pois, z = 0,1. Obtemos, ainda com o auxílio 
das tabelas, 

R(0,1) = 984 X 0,373 — 1386 X 3,798 4 - 1458 X 0,496 4 -
4 - I486 X 1,396 4 - 1464 X 1,533 = 144,940. 

Como R(0,1) é positivo e R(0,4) é negativo, a raiz estará 
entre 0,1 e 0,4. Seja, pois, z = 0,25. Fica : 

R(0,25) = 984 X 1,372 — 1386' X 5,448 — 1458 X 0,826 4 -
+ I486 X 1,911 4 - 1464 X 2,991 = 1 8 6 , 6 1 8 . 

A raiz está, pois, entre 0,1 e 0,25. 
Até aqui, os cálculos poderiam ter sido feitos, sem nenhum 

prejuízo, com apenas duas decimais ou mesmo com uma só. 
Agora, que já está localizada a raiz num intervalo bastan

te pequeno, podemos tentar determiná-la com métodos mais 
precisos. 

Quando r* varia de 0,1:¾ 0,25, isto é, "quando sofre um a-
créscimo de 0,15, o acréscimo de R(z) é 

144,940 — (— 186,618) = 331,558 o» 332. 

Fazemos uma regra de t rês : 
0,15 332 
x — 145. 

Obtemos x = 0,066. Temos então, como melhor estimativa 
da raiz, z = 0,1 4- 0,066 = 0,166. A raiz verdadeira estará nas 
proximidades deste valor. Tomemos, z = 0,16. Obtemos 



R(0,16) = 45,130. 

A raiz está, pois, entre 0,16 e 0,25. A nova regra de três 

nos dá x = 0,02, logo z = 0,16 + 0,02 = 0,18. Temos, porém, 
R(0,18) = 3,600. 

A raiz está, pois, entre 0,18 e 0,25, muito próxima do pri
meiro valor. Nova regra de três indica que a raiz estará entre 
0,18 e 0,19. Façamos, então, z = 0,19 e obteremos 

11(0,19) = — 18,032 
A nova regra de três será 

logo x = 0,0017. A raiz será, pois, aproximadamente, 
z = 0,18 + 0,0017 = 0,1817. 

Temos, pois, 
10—c.2 - 0,1817. 

logo 

4 — 0 CÁLCULO DE A 

O valor de A é dado pela fórmula 

ou ainda 

onde 



Este último polinômio também foi tabulado. Os outros 
polinômios que aparecem em (4,1) são calculados com facili
dade, principalmente- se utilizarmos as tábuas de BARLOW. 

No caso do exemplo acima, temos 

P(0,18) = 3,6808, 
P(0,19) = 3,6639. 

Por interpolação, achámos 

P (0,1817) = 3,6779. 

E obtemos -

Finalmente, 

Logo a.equação de MITSCHERLICH para o caso em es
tudo é : 

y = 1475,8 [ \ — 10-0,3703 (x + 1,2893)] , 

5 — UMA PROPRIEDADE IMPORTANTE 

Os polinômios tabulados 

J l (z) = 3z + 6z2 -fl2z3 + 12z4 -f 12z5 + 4z6 + Z 7 , 
J2 (z) ' = — 3 — 7z — 9z2 — 8z3 — 3z4 + 4z6 + z7, 
J 3 (z) = 1 — 4z — 9z2 — 13z3 — 13z4 — 9z5 — 4z6 + z 7 , 
J4 (z) — 1 + 4z — 3z3 — 8z4 — 9z5 — 7z6 — 3z7 , 
J5 (z) = 1 + 4z + 12z2 + 12z3 -f 12z4 + 6z5 + 3z6 



têm a importante propriedade de que 

(5,1) J l (z) + J2 (z) + J 3 (z) + J4 (z) + J5 (z) = 0 . 

Esta propriedade nos permitiu verificar os cálculos dos va
lores das tabelas desses polinômios. Entretanto, devido às a-
proximações usadas para fazer figurarem nas tabelas apenas 
três decimais, há, em alguns casos, pequena diferença, de um 
milésimo, na verificação da identidade (5,1). 

•6 — TABELAS DOS POLINÔMIOS 

Os polinômios tabulados são : 

J l (z) ' = 3z + 6z2 +I2z3 + 12z4 + 12z5 4 4z6 + z 7 , . 
J2 (z) ~ — 3 — 7z — 9z2 — 8z3 — 3z4 + 4z6 4 z7, 
J3 (z) = 1 — 4z — 9z2 — 13z3 — 13z4 — 9z5 _ 4z6 4- z 7 , 
J4 (z) = 1 4- 4z — 3z3 — 8z 4 — 9z5 — 7z6 — 3z7 , 
J5 (z) = 1 4. 4z 4 12z2 -f 12z3 -f 12z4 4- 6z5 4- 3z6 
P ( z ) = 4 — 2 z 4 - 2 z 2 _ 4 z 3 — 4z5 4- 2z6 — 2z7 4. 4z8. 





7. UMA OBSERVAÇÃO IMPORTANTE 

A equação (2,1), depois de ordenada em relação a z, nos d á : 
(yl + y2 + y3 — y4) z7 + (4yl + 4y2 — 4y3 — 7y4 + 
+ 3y5) z6 + (12yl — 9y3 — 9y4 -f 6y5) z 5 + (12yl — 3y2 — 
— 13y3 — 8y4 + 12y5) z4 + (12yl — 8y2 — 13y3 — 3y4 + 
+ 12y5) z 3 + 6yl — 9y2 — 9y3 + 12y5) z2 + (3yl — 
7y2 — 4y3 + 4y4 + 4y5) z + (— 3y2 + y3 + y4 + y5) = 0 . 

Esta equação deverá ter pelo menos uma variação de sinal 
para que seja possível a interpolação. Com efeito» a ausência de 
variação indicará .a inexistência de raiz positiva, logo a impos
sibilidade de se localizar a raiz z, entre zero e um, que procura
mos. 
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