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RESUMO 

Ncstctnlbalho~ aprcscotada, de maneira simplificada, a tcoriadasupcrposiçaobi
dimensional de deformaçlo, do poatO de vi5ta quantitativo. Quatro modelos básiC05 do cnfocados: ro
taçIo, cisalhamcnto siInplcs., cisalhamento puro c mudanças de irca. Possivelmente, na natureza, as de
formaç!lcsresu.ltamdcoombiDaçlodcdoisoumaisdesscsmodclos. 

Cada modelo ~ descrito por uma matriz. c u dcfo~ $Uperpostas do analisa· 
das pela lIIkquada multipticaçlo de matrizes. Otstadofinitodcdcformaçlodeumarocba~ descrito pela 
matriz de defonnaçlo 1OIal, c a partir desta. cliVCJSIIS cq~ útm em geologia do obtidas, como a 
cquaçio da elipse, variações DO comprimcoto de inguJos c linhas, oricnlaÇlo, rotaÇIo c magnirudc dos 
eixos principais, c razio de dcfOJmaÇlo. A apücaçlo dessas cquaç&s depende de dados que podem ser 
obtidos ttirctamcntc no campo. cm aroostms, em mapas c em perlis geológicos, podendo ser usadas para 
a prcvislo do estado finitodedefonnaçloapanifdcum estado inicial.indcfonnado, ou para o rcstabc
lc:cimcnlo do csrado inicial a partir do esrado ddormado final. 

ABSTRAcr 

This paper deal$ with lhe gcometry of strain supcrposition in two dimcnsions. Four 
models of bomogcncous dcformations are considcrcd; body rotation, simple shear, pure shcar and arca 
d ... g<. 

Eacb modcl is propcrly dc5cribed by a 2x2 matrix, anel lhe sequcntial supcrposition 
of two or more dcformations is adcqll8ldy analyzcd by lhe m.atrix multiplication. Tbc tiRite statc of 
strain is dcscribcd intcrmsofthctotalsuain,anelfromlhat, sevcralmathcma1icalcxpressi.ons arcob
taincd,e.g.,lhestrainellipsccquation, thechangcinlcDgthofalinc, tbcchangeinlheanglcbctwcen 
two!ines, thcchange inarca, lhe ralio ofthc principal strains anel lheoricotations, rotations anel magni
tudcsofthc priDc.ipals Rninsaxcs. Tbcapplícationsoftbcscequetions dtpcDd. on thccorrccl data tbat 
can bc: obtained from seotogical maps, scctions or samplcs lDd otbcrs infomWions that can bc: directJy 
obtained from rock exposwcs anel thin scctions. Tbc rcsults ma)' bc uscd to ~ dcforma1 sections 10 
ln undeformcd statc. 
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FiorI,A.P. 

INTRODUÇÃO 

o objetivo deste trabalho é a apre
sentação da teoria da superposição de de
formações, do ponto de vista da análise 
matemática, de maneira simplificada, ini· 
ciando·se com modelos básicos, como 
cisalhamento puro, cisalhamento simples, 
rotação e mudança de área, e em segui. 
da, tratar da superposição seqüencial des· 
ses modelos. A forma mais adequada para 
o tratamento dessa questão é através do 
cálculo matricial, envolvendo matrizes 
quadradas de dois x dois, por se tratar, 
nesta primeira instância, do estudo da de
formação bidimensional, ou plana. Cada 
modelo de defonnaçlo é representado 
por uma matriz, e no caso de deforma
ções superpostas, deve·se proceder à 
multiplicação das matrizes dos diferentes 
modelos ou fases de deformação, obten· 
do-se uma matriz que representa a defor· 
mação finita total sofrida peJa rocha. A 
partir dessa matriz, são obtidos diversos 
parâmetros úteis nos estudos geológicos, 
como a equação da elipse de deformação, 
mudanças no comprimento de linhas, ori
entação dos eixos principais de deforma
ção, magnitude das defonnaçôes princi
pais, a razão de defonnação, valores do 
cisalhamento simples linear ou angular, 
alongamento ou encurtamento máximos 
ou então, alongamento ou encurtamento 
ao longo de uma direção qualquer, etc. 
Os parâmetros acima, podem ser utiliza
dos para a previsão do estado finito de 
deformação, a partir de um estado inicial 
ou, ao contrário, reconstituir o estado ini
cial a partir do estado finito de defonna
ção, podendo esses cálculos serem aplica
dos a seções geológicas, mapas, fotogra
fias de afloramentos, etc. Além disso, po
de-se fazer estimativas acerca do desloca
mento em zonas de cisalhamento dúcteis, 
do encurtamento ou estiramento crustal 
em seções geológicas, do ganho ou perda 
de área em áreas transtrativas e transpres
sivas, entre outros, levando a um aprofun
damento dos conhecimentos geológicos 

de uma área. 

TIPOS BÁSICOS DE DESLOCA
MENTO 

A mudança de posição de um ponto 
em um corpo é conhecida como desloca
mento e qualquer mudança na forma do 
corpo, em conseqüência desse desloca
mento, é conhecida como deformação. O 
deslocamento de um ponto em um plano, 
é definido como o vetar que une o ponto 
inicial (X,Y) à sua posição final (Xl,Y1). 
Neste trabalho, serão abordados quatro 
tipos básicos de deslocamento de pontos 
de um corpo deformado (Fig. 1), cujas 
equações são apresentadas: 

_.~. 
Em.ImL. 

o , 

~ 
Figura l-Cincodiferentestiposdc deformaçlo. 
a.rotaçIo.b.cisalhamentosimples,c.cisalha
mento pum, d. mudança de área, e. deformaçlo 
hctcrogênc:a. (Segundo Ramsay & Hubcr, 1983). 



Rotaçlo 
o efeito nesse modelo é a rotação 

de um ponto qualquer do corpo, em tomo 
de um ponto origem (0,0), sem deronna
ç.ão interna, através de um ângulo de ro
taçio (w) (Fig. 2). Os vetores de des1o
camento variam em direçio e em com
primento, podendo-se ter uma rotação 
horária ou anti-horária 

Figura 2 _ Mudança de coordenadas de um pcmlO 
(X,Y) para as novas coordenaàas (XI'YI) atra
vés de wna rotaçIo ((1) DO seatido borário e em 
tomo da origem (0,0). 

X1 - Xcosw+Ysenw 

YI""-Xsenw+Ycosw (1) 

XI=Xcosw-Ysenw 

Y1=Xsenw+Ycosw (2) 

As equações (1) e (2) correspondem 
às rotações horária e anti-horária, res
pectivamente. Em termos matriciais as
sumem as seguintes fonnas, respectiva
mente matrizes rotação horária e anti-ho-
rária: 

(Xl) (""w ocnw)(X) 
YI = ~senw cosw Y 

(3) 

(Xl) = (ooow -ocnw)(X) 
Y I senw cosw Y 

(4) 
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Cisalbameoto simples 
Nesse modelo, os vetares de deslo

camento sio todos paralelos, porém, de 
comprimentos diferentes. A defonnação é 
homogênea, e não implica em mudança de 
área, porém envolve rotação. Se as linhas 
originalmente paralelas ao eixo Y das co
ordenadas cartesianas são deslocadas de 
um ângulo 'II no sentido horário, as equa
ções de transformação de coordenadas 
são (ver Fig. 3): 

TI',·""" '~~ . " , , 
d 

~.Yl 

Figwa 3 - Modelo de defonnaçâo por cisalha
mento simples. a,c: movimento panleJo ao eixo 
X. lateral cfuei.to (a) e laIeraI esquerdo (c). b,d: 
IIKnIimartopualdoaoeixoY,latefaI.esquerdo 
(b)elateraldireilO(d). 

(5) 

Na forma matricial, essas equações 
podem ser reescritas da seguinte fonna· 

(6) 

ondey=tsw 
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No caso de rotaçio anti-horária das 
linhas originalmente paralelas ao eixo Y. 
as equações são (Fig. 3c): 
X1 - X-yY 

Y1 - Y (7) 

ou na forma matricial: 

(8) 

Se o cisalhamento simples é para
lelo ao eixo Y, e o sentido é anti-horário, 
as equações são (Fig. 3b): 

(9) 

e na forma matricial: 

(Ramsay & Huber, 1983). A deformação 
é homogênea e irrotacional, com o eixo 
maior da elipse sendo paralelo ao eixo X 
das coordenadas cartesianas, e o menor é 
paralelo a Y. Não há mudança de área na 
deformação. As equações de transforma
ção das coordenadas são (Fig. 4): 

, ±' 
JG : x,,,, 

, x 
J'i 

Figura 4 _ Modelo de cisalhamento puro, com 
encurtamento ..ti:; paralelo ao eixo Y e aJonga-

(10) mcnto.Ji2 paralelo ao eixo X. 

Em caso de movimento horário 
(Fig. 3d): 

XI - X 

YI =-yX+Y 

Ou: 

Cisalbamenlo puro 

(II) 

(12) 

Este mecanismo de deformação leva 
a um encurtamento homogêneo, paralelo 
a um dos eixos, por exemplo ao eixo Y, e 
um alongamento correspondente homo
gêneo, paralelo ao eixo X das coorde
nadas, dispostos convenientemente para
lelos aos eixos Y e X, respectivamente, da 
elipse de deformação. A deformação 
segundo esse modelo, é relativamente 
simples, mas o vetor de deslocamento 
é complexo, variando pelo corpo, tanto 
em orientação, como em comprimento 

(13) 

onde ).,1 e).,2 são as extensões quadráti
cas, que no caso da Figura 4, são parale
las aos eixos X e Y, respectivamente. 

Se o eixo maior da elipse for para
lelo ao eixo Y, então a matriz será do 
tipo: 

MudanÇA de ire. 
Este tipo de deformação implica em 

uma alteração na área da seção estudada. 
Envolve processos geológicos tais como 
dissolução por pressão, no caso de dimi
nuição de área, ou aperte de material, na 
forma de diques, veios soluções hidro
tennais, etc, nos casos de ganho de área. 
Há diversos trabalhos interessantes sobre 
o tema, e entre os principais, podem ser 



citados os de Ramsay & Wood (1973); 
Robin (1974); Barr & Coward (1974); 
Cobbold (1976, 1977); Gray (1977, 
1979); Oray & Dumey (1979); 
Schwerdtner (1984). 

A mudança de área é dada pela 
quantidade (1+11), sendo que (1+6) < 1 
indica uma diminuição de área, (1+6) > I, 
implica em aumento e área, e, (1+11) = 1, 
não há mudança de área. As equações que 
descrevem esse tipo de deformação são: 

(~:)= (~ (I:I1») (~) (15) 

no caso em que a mudança de área se dá 
devido à variação ao longo do eixo Y das 
coordenadas cartesianas (Fig. 5), e, 

(l+ál tí,,:,c.,,:,c,~y 
. . . . . . . . . . '. . I . . . . . . . . . . . . . . 
:-:-:-:.:-:-:. 

X 

Figura S • Mudança de área, com diminuiçlo do 
comprimento ao longo do eixo Y, 5em corresp!IO

dcDtc: alongamento em X. A iRa achuriada 
representa a quantidade de área diminuida. onde 
(1+ .6.)< I 

(16) 

no caso em que a mudança de área se dá 
devido à variação ao longo do eixo X das 
coordenadas cartesianas. 
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não será transformado em um paraIelo
gramo, e cada figura final terá uma fonna 
própria e diferente. As linhas retas e pa
ralelas antes da defonnaçio não permane
cerio nem retas e nem paraIelas após a 
deformação. Nessas situações, um bom 
método de estudo é analisar pequenas 
porções do corpo que tenham se defor
mado homogeneamente (Fig. le) 

Outros modelos 
Outras situações são possíveis de 

ocorrerem na natureza.. como por exem
plo: 

a) Compressão ao longo dos eixos 
X e Y do elipsóide de deformação. 

(~:J=[:, ~m (17) 

nesse caso .n:. < I , corresponde à defor
mação no eixo X, e ~<l.l, corresponde à 
deformação no eixo Y do elipsóide de de
fonnaçio . 

b) Dilataçio ao longo dos eixos X e 

onde l.1>~> 1 
c) Dilatação ao longo do eixo X, 

sem deformação correspondente em Y: 

(19) 

coml.J >1 
d) Compressão em Y, sem alonga

mento em X: 

De(onnaç1o heterogênea geral (XI) [I O J(X) 
O vetor de deslocamento é com- Y I ,. O ..n::; Y 

plexo e o tratamento matemático é mais 

(20) 

complicado que no caso anterior. Nesse com "-2<1. 
tipo de deformação, o quadrado original 



l'ioII ..... P. 

SUPERPOSIÇÃO SEQÜENCIAL DE 
DEFORMAÇÕES EM DUAS DI· 
MENSÕES 

Os diferentes mecanismos de defor· 
mação podem ser supeIpOstos seqüencial· 
mente, e a matriz de defonnação final é 
resultante da multiplicação das matrizes 
correspondentes. A ordem de superposi· 
vão é importante, uma vez que a multipli· 
cação de matrizes não é comutativa. A 
seguir são examinados alguns casos mais 
prováveis de ocorrerem na natureza, en· 
volvendo cisalhamento simples, cisalha· 
mente puro, rotação e mudança de área. 

Diversos autores se ocuparam do 
tema, e entre os trabalhos mais importan
tes estão os de Ramberg (1975); Ramsay 
(1967, 1969, 1974, 1980); Gould (1967); 
Onasch (1984); Ramsay & Graham 
(1970); Bell (1978); Ramsay & Huber 
(1983, 1987); Sanderson (1982); San
derson & Marchini (1984), entre outros. 
Um texto interessante sobre esse mesmo 
tema pode ser encontrado em Ferguson 
(1988). O exposto a seguir é em grande 
parte baseado nos autores supra men· 
cionados. Adicionalmente, textos bãsi· 
cos em geologia estrutural poderão ser 
consultados, como, por exemplo: Ragan 
(1985); Ramsay & Huber (1983); Price & 
Cosgrove (1990). 

Cisalhameoto simples. seguido de cisa· 
Ihamento puro 

A primeira deformação, a de ci
salhamento simples horário, desloca os 
pontos ex. Y) para uma nova posição 
(X), V)~, e a segunda deformação, a de 
cisalhamento puro, desloca por sua vez, 
os pontos (Xl, Y 1) para uma nova posição 
(X2,Y2), ou seja' 

XI - X+yY 

Y1=Y (21) 

X2 - xrJil 
Y,~YJ>:; (22) 

Procedendo-se às substituições em 
Xl e Y I> obtém-se: 

X2=X5j +Yy5j 

Y, - Y/i.:; (23) 

Em termos matriciais, essa mesma 
operação pode ser feita da seguinte 
forma: 

(X2)~[J>:i O ri ,)(X) (24) 
Y2 o .fi2}O I Y 

e após a multiplicação das matrizes: 

(~:l=[~ '~J(~) (25) 

obtendo-se o mesmo resultado. 
Uma observação a ser feita diz a 

respeito à inversão da ordem das defor
mações. na organização da equação ma
tricial, vindo em primeiro lugar a segunda, 
e em seguida a primeira deformação, no 
segundo termo da equação. 

Se a ordem das defonnaçôes for in
vertida, isto é, cisalhamento puro seguido 
de cisalhamento simples, então: 

(X,) =(1 '1J>:i O rX) (26) 
Y 2 O 1-\0 .Jf2J.Y 

Ou seja: 

(~}[~ Y:,l(~) (27) 

A Figura 6 mostra diagramatica
mente O resultado das duas deformações 
superpostas acima. Observar a diferença 



marcante entre os dois casos analisados. 

v v 

·[zz, t~, 
v v 

,~,b, 
Figura 6 - Cisalhamento $impk:$ seguido de 
cisalhamento puro (a), e. cisalhameDlo puro se
guido de cisalhamenlo simples (b). As intensida
des de dd'ormaçJo do iguais (SeguDdo Ramsay 
kHuber, 1983). 

Cisalbameuto simples sq:uido de mu
dança de 'ru. perpendicularmente i 
zona de dsalbamento 

Este mode1o é conhecido entre os 
geólogos como mode1o de transpres
sio-transtraçio. Da fonna como foi ori
ginalmente definido, transpressio repre
senta um modelo de deformação em 
zonas transcorrentes, por um processo 
de cisalhamento simples seguido de en
curtamento perpendicular ao plano de 
cisalhamento e de um alongamento na 
vertical, responsável por exemplo, pela 
formaçio de relevo positivo; transtraçio, 
ao contrário, envolve um alargamento da 
zona de cisalhamento e um equivalente 
encurtamento na vertical, responsável 
pela fonnaçio de bacias sedimentares. 
Em tennos matemáticos, transpressio e 
transtração podem ser descritos de forma 
adequada como uma deformação por 
cisalhamento simples. seguida de cisalha
mento puro (ver por exemplo Sanderson 
& Marchini, 1984). Assim, para trans
tração: 

(X2)' l(V'1 O ri ,)(X) (28) 
Y2 o .Ji2}o 1 Y 

onde ./fi. - 1 e Jf:j = (1+6.), descrevem o 
valor da mudança de área. 

A matriz pode ser reescrita mais 
adequadamente, da seguinte forma: 

(~~)=((1;M ~X~ ~)(~) (29) 

e após a multiplicação das matrizes, tem-

A Figura 7 mostra um quadrado ini
cial, deformado por cisalhamento simples 
horário, e posteriormente, submetido a 
um alongamento perpendicular à zona de 
cisalhamento, ou na direçio da ordenada 
Y. A matriz do cisalhamento puro mostra 
que ao longo da zona de cisa1hamento, 
parale1amente ao eixo X das coordenadas, 

~~~r~ef;=~),~i~~ ~=~~~ 
vertical, e portanto, perpendicular ao 
plano horizontal sob análise. Se (1+ 6.) > 
I , então o mode1o é o de transtração; se 
(1+.1) < I, o modelo é o de transpressão, 
e se (1+ 6.) = I , o modelo é o de 
cisalhamento simples. 

Cisalbamanto simples, leguido de dis
loluçio por pressio 

Nesse caso, a variaçio em área, 
perpendicularmente ao plano de cisalha
mento, não é compensada por um alon
gamento ou encurtamento na vertical, c0-

mo no caso anterior. O modelo pode ser 
descrito como o de cisalhamento puro, 
seguido de diminuição de área, perpendi
cular ao eixo de compressão Z 

Nesse caso, a variação em ãrea, 
perpendicularmente ao plano de cisalha
mento, não é compensada por um alon
gamento ou encurtamento na vertical, co
mo no caso anterior. O modelo pode ser 
descrito como o de cisalhamento puro, 
seguido de diminuição de ãrea, perpendi-
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Figura 7 - Ci.salhamento simples horário, seguido 
de aumento de irea puaJelamente 10 eixo Y. 
Após as defonnaçOes, o poDto de coordeoadls 
(X, Y) deslOCI-5C a uma neM. posiçao, com coor
denadas(Xt,Yt)· 

cular ao eixo de compressão Z. 
Dessa forma, tem-se: 

( ' O l(lJii O 1 (lJii O 1 
O (1+6) O .ff.i. = O (I+6)J):2 

(31) 

onde (H.:.\) < I 

Defonnaçio seqüencia] envotvmdo ro
taçio 

Nesta seçio são analisados os efei
tos da superposiçio seqUencial de defor
mações sobre uma zona de cisalhamento 
inclinada em relação à horizontal. O es
tado inicial, isto é, pré-defonnacional, 
é representado pelo quadrado tracejado 
(Fig. 8), no sistema de coordenadas X'Y', 
onde X' é paralelo aos limites da zona e 
Y' é perpendicular. O estado final de cada 
deformação é representado pelo qua
drilátero em linha cheia. Para a análise 
geométrica da deformação, toma·se um 
ponto qualquer do corpo como referên
cia, com coordenadas (X.Y) ou (X'o,Y'o), 
conforme o caso, e a posição final desse 
mesmo ponto terá como coordenadas 

(XI,YI), (X2,YV, etc, em função do 
número de deformações superpostas em 
seqüência. A forma final do quadrado 
inicial dará uma idéia visual da deforma
ção processada. A zona de cisalhamento 
em questão, evolui através de cisalha
mento simples horário, seguido de mu
dança de ârea perpendicular aos limites da 
zona, e cujas deformações são referidas 
ao sistema de coordenadas X'Y', seguidas 
de cisalhamento puro no sistema de coor
denadas XY, onde À:2 é vertical e paralelo 
a Y, e 1..1 é horizontal e paralelo a X. O 
ângulo entre os eixos X e X' é w (Vide 
Fig. 8). 

Figura 3 - Cisalhamcnto simples banirio, seguido 
deaumcntodeireaperpendiculari zona de cisa
lhamcnto DO sistema de coordcoadas XY'. As 
SCWindk:amatrajetóriadopooto<Xo.YO>. 

A deformação no sistema de coor
denadas X'Y' é descrita por: 

que representa o modelo de cisalhamen
to simples horário, seguido de mudança 
de ârea perpendicular à zona de detor
mação. O eixo das ordenadas Y é per
pendicular, enquanto o eixo das abcissas 
X é paralelo aos limites da zona de ci-



sa1hamento (Fig_ 8) 
Entretanto, o cisalhamento puro é 

referido ao sistema de coordenadas X. Y, 
onde X é horizontal e Y vertical, havendo 
um ângulo de rotação w entre os sistemas 
XY e X'Y'. As coordenadas X'Y' deverão 
ser expressas no mesmo sistema de 
coordenada XY, através da matriz de 
rotaÇão anti-horária, ou seja: 

substituindo-se a equação (32) em (33), 
tem-se: 

(~~H:: -;:)(: (l:.J~:~ 
(34) 

A seguir superpõe-se O cisa1ha
mento puro, através do qual, as coorde
nadas (X2, y 2) serão deslocadas para uma 
posição (XJ,Y3) . 

(X'J"l! 5i O J'(X'J (35) 
YJ O .J]:2 Y2 

e substituindo-se (34) em (35), obtém-se: 

(X,I ("r,; O r- --yl 'X"OI 
Y~'\o JJ::r ruwAO (I+lij Yol 

(36) 

E após as multiplicações de matri
zes, obtem-se: 

(~~)=(~: ~:)(~:~ (37) 

Onde: 

all - ..fi:;cosw 
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a12 =.tr; (ycos w - (l+ó) sen w) 
a21 = JÇ sen w 
a22 =..fi:; (y sen w+ (1 +.1.) cos w) 

Esta equação relaciona a posição fi
nai de partículas em tennos do sistema de 
coordenadas XV, em função da defonna
ção total e em relação às coordenadas ini
ciais, no sistema X'V'. Desejando-se ex
pressar as coordenadas iniciais (X' (), Y' o) 
no sistema XY, é necessária a seguinte 
transfonnaçio: 

(X'o)" (oo~ =W)(Xo) 
Y'o -senw cosw Yo 

(38) 

A equação (38) pode então ser 
substituída em (37) e após a multiplicação 
de matrizes, obter-se-á as coordenadas 
finais (XJ, Y J) em função das coordenadas 
iniciais OCo. Yo), referidas ao mesmo 
sistema de coordenadas cartesianas. 

Para a obtençio da fonna fina1 de 
um quadrado inicial de 3x3 cm, basta 
substituir na equação (37), os valores 
das correspondentes deformações. Ad
mitindo-se, por exemplo, que Â.1= 4.54, 
Â.2"" 0.22, 'f'" 1, (1+.1.) '" 1.5 e w:= 20", 
substituindo-se esses valores na equação, 
e efetuando-se os cálculos, obtem-se 

(JS) (2 O.91)(JCo) 
YJ = 0,16 0,82 Y'o 

ou entio: 

X3 "" 2 X'o + 0,91 Y'o 

Y3 = 0,16 X'o + 0,82 Y'o 

As coordenadas finais de qualquer 
ponto do corpo deformado, podem ser 
obtidas peJa substituição na equação aci
ma dos correspondentes valores das coor
denadas iniciais do quadrado. No presente 
caso, calcularam-se as coordenadas finais 
dos vértices do quadrado, em função das 
coordenadas iniciais, tidas no sistema de 
coordenadas X'V' (Fig. 9). 
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Figura 9 -Forma final do quadrado inicial após a 
ddonnaçlo por cisalhamento simples, seguido 
por aumento de irea pcrpeodicularmcnte à zona 
de ciulhamento no si5tema de ooordenadas JCY'. 
Posterionnerue o COfPO ~ submetido • um cisa
lhamenlo pwo no sistema de coordenadas XY 

DETERMINAÇÃO DE PARÂME
TROS DA DEFORMAÇÃO SUPER
POSTA 

Equaçio da elipse de deformaç.io 
O movimento de todos os pontos de 

uma superficie pode ser expresso por 
meio de um conjunto de equações, cha
mado equações de transfonnaçio de c0-

ordenadas. Nas primeiras, os dados 
plotados no membro direito das equações, 
referem-se âs posições originais dos 
pontos (conhecidas como equações La
grangianas), enquanto nas segundas, sio 
plotadas as posições finais dos pontos 
(conhecidas como equações Eulerianas). 
A forma mais simples das equações de 
transfonnaç3es de coordenadas é linear: 

(~~=(: :)(~ (39) 

(~=(~ ~)(~~ (40) 

onde a, b, c, d, A, B C e D sio constan
tes. A inversão da matriz (39) pennite ex
pressar as coordenadas iniciais em funçio 
das coordenadas finais. A panir de (39), 

("ot(d/. -b/.)(XI) 
V.,) ~/. ai. VI (41) 

onde â é o determinante dos coeficientes, 
e é dado porÓ .. adobe. 

Esta equação, por sua vez, permite 
estabelecer a relação existente entre os 
coeficientes das matrizes (39) e (40): 

A=dlÓ;B=-bIÓ; C=-<lâ;D-aJÓ 

A matriz (39) é denominada de ma
triz da deformação, enquanto a (40) é de
nominada de matriz recíproca da defor
mação, (Ramsa.y & Huber, 1983, apêndi
ce B) sendo que esta deve ser aplicada a 
um material deformado se pretende remo
ver a deformação. 

A transformação de um círculo ini
ciai, em uma elipse, fornece importantes 
detalhes do processo de deformaçlo, me
lhor que qualquer outra figura geomé
trica. O procedimento geral para a de
terminação da elipse resultante de defor
mações superpostas sequencialmente é, 
em primeiro lugar, detenninar as equa
ções para a deformação fuúta, como por 
exemplo, uma das equações básicas (28), 
(3 I) ou (34). A equ.açlo representada ge
nericamente pela matriz (41) para Xo e 
Yo. é inserida na equação do circulo ini
cial, e o resultado fina1 será a equação da 
elipse de deformaçlo. 

O circulo inicial, de raio unitário, e 
centrado na origem das coordenadas, 
pode ser descrito por Xo2 + Y02 - l,e 
nesta equação deverão ser inseridos os 
valores de Xo e Yo. detemUnados em 
função de XI e YI (posições finais dos 
pontos), para a determinação da elipse 
correspondente da deformação. A partir 
de (41), tem-se: 

(Xot(dX1- bYl)J(ad- be») 
YoJ aYI-cXI)J(ad-be) 



donde: 

Colocando-se esses valores 
equação do círculo inicial: 

BoIJG.UsP,S4r.Cient.,2&1_1I1, 1H4 

muda para uma nova posição (XJ,Yt), e 
o ângulo a, muda para a'. O compri
mento final dessa linha é agora (l~) ou 
(À)11l unidades. Logo: 

"o - cosa 

Yo - sena (43) 

Substituindo esses valores na equa-
e após desenvolvimento: ção (39) e desenvolvendo-a: 

Esta é a equação da elipse de defor-
Yt=ccosa+ dsena (44) 

maçi.o, com O centro na origem e eixos A partir do Teorema de Pitágoras, 
geralmente inclinados em relaçio às coor- pode-se fazer: 
denadas cartesianas X e Y. 

Mudança no c:.omprimeato de Imbas 
A Figura 10 mostra uma linha antes 

da deformação unindo os pontos (0,0) e 
(Xo, Yo), de comprimento unitârio, c fa
zendo um ângulo a com o eixo dos X. 
Após a defonnaçlo, o ponto (Xo, Yo) 

Figura 10 - Mudança do comprimento de uma 
linha unitaria e disposta a um AnguJoa com o 
cixo dos X, como resultado de uma defonnaçlo 
~nca.. (Baseada cm Ram$a:y a. Huber, 
1983). 

e após as substituições de (44): 

(l+ekacosa+bsena)2+(ccosa+dsena.)2 

expandindo a equaçio, convertendo o ân
gulo a para la, e lembrando que: 

cos2a. - (l+cos2a)/2 ; 

sen2a. .. (l-cos2a)/2, e 

sena COSCt"'ser\ 2aJ2 

e após as substituições, obtém-se a eq. 
B.II de Ramsay &. Huber (1983), ou seja: 

). =«a2-b4c2-<J2}'2}cos 2a+ 
(01)+<<1)..., 2a-<{a2tb'+c'+d2)12 (45) 

onde a extendo quadrática À - (l+e)2. 

A deformação longitudinal, ao 
longo de qualquer linha disposta a um ân
gulo a' com o eixo dos X, medido no es
tado deformado, que de um modo geral é 
mais conveniente, pode também ser de
terminada. A partir da Figura 10 acima, 
pode-se fazer: 
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XI"" ..n.cosa' 

Y I - ..n.sena' 

Substituindo---se essas igualdades na 
equação (41), e após a multiplicação das 
matrizes,obtém-se: 

"o={dJf cosa..'/!J.) - (bJf sena:'/!J.) 

Yo={a.ff. seoo.'/!J.) - (cJf cosa'/!J.) 

e fazendo-se "04 y 02- I, desenvolvendo
se os termos, e substituindo-se por ângu
los duplos, obtém-se a expressão para a 
extensão quadrática recíproca I,:. Lem
brando antes que À' ., ln.., tem-se: 

que corresponde exatamente à equação 
B.12 deRamsay & Huber(1983). 

A equação (46) expressa o valor da 
e>ctensão quadrática recíproca (k') para 
qualquer linha após a deformação, conhe
cendo-se o valor do ângulo (n') e o valor 
das deformações superpostas. 

Orientação dos eixos principais da elip
se de defonoaçio 

As orientações dos eixos principais 
de defonnação (kl e~) podem ser deter
minadas achando---se os valores máximos e 
núnimos da equação (46). Para tanto é 
necessário diferenciar essa equação com 
respeito a a', e igualar o resultado a zero, 
que é o procedimento matemático normal 
para a determinação de vaJores máximo e 
mínimo de uma função. Os comprimentos 
máximo e mínimo de linhas dentro de uma 
elipse coincidem com os eixos X e Y da 
mesma. Por definição, o ângulo entre o 
eixo maior da elipse e o eixo das abcissas 
é €I no estado indefonnado, e €I' no estado 
deformado. Assim, é necessário substituir 
o ângulo a por €I e n' por €I'. Dessa forma, 
tem-se: 

d)..'/da'-O=I /(ad_bc)2«a2+b2_c2_d2)sen29' 
-2 (ac-bd) cos 29') 

a qual fornece: 

sen 29'/cos 29' - tg 29' ''' 2(ac+bd)/ 
(a2+b2-c2_d1) (47), 

que corresponde à eq. B.14 de Ramsay& 
Huber(1983). 

o ângulo 9' refere-se à orientação 
dos eixos principais de deformação, que 
por sua vez representam os vaJores JI1áxj
mos e mínimos de uma elipse de deforma
ção. 

Aplicando---se o mesmo procedi
mento acima, para a equação (45), pode
se obter a orientação das Iinhas que irão 
se tomar os eixos principais de deforma
ção, ou seja: 

diJda"" O "" _(a2_b2+c2-d1) sen 29 
+2(ab+ cd)cos29 

e finalmente : 

sen 29/cos 29 "" tg 29 '" 2(ab+cd)/ 
(a1_b4 c2_d1) (48), 

que é a equação RIS de Ramsay & 
Huber (1983). 

o ângulo 9 refere-se às direções ini
ciais de linhas que irão se tomar os eixos 
principais de deformação. 

Relação entre os ângulos a e a' 
A relação entre os ângulos a e a', 

pode ser obtida a partir de (44). 

Y IIXI=tg a' = (c cosa + d sena)l(a cosa. 
+ b sena) 

Dividindo ambos os termos da di
reita por cos a : 

tg a' = (c+d tga)/(a+b tga) (49) 



Pode-se ainda fazer, a partir dessa 41 ou ~ - (a4b4c2+d2) ± 
mesma equação: «a2+b2+c4 d2)2-4(ad-bc)2)II2)J2 (53) 

tg a = (c-a tga.')/(b tga'-d) (50) ou ainda: 

As equações (49) e (50) correspon
dem às equações B.l3a e B.13b de 
Ramsay & Huber (1983). 

Magnitude dos eixos principais de de
formaçio 

Os valores das magnitudes dos ei
xos principais de deformação .Jii e .Ji2, 
podem ser obtidos pela substituição das 
condições da equação (48), para a direção 
dos eixos principais de deformação, na 
equação para o valor da extensão qua
drática (45). O resultado é então a equa
ção das extensões principais 4, e Â.z. 

Usando-se das identidades trigono
métricas: sec228 - 1 +tg228, e sec28 = 
lIcos29, obtém-se a partir das mesmas: 

cos 28 .. 11(1 + tg2 28)112 

e suhstituindo-se agora, nesta equação, o 
valor da tg 29 (equação 48), tem-se: 

~~d)2»)~-b4c2-d2)1«a2-b4c2-dtst" 

Usando-se as identidades trigono
métricas: cosec128=1+cotg229, e, cosec 
29 = l/sen29, tem-se a partir das mesmas: 

sen29 -= tg 29/(l+tg229)112 

e após a substituição do valor da tg29 
("l_O 48), 

sen 29- 2(ab+cd)l«a2-b2+c2+d2)2 
+4(ab+ cd)2)112 (52) 

Substituindo-se as equações (50) e 
(51) na equação (45), e lembrando que, 
neiSe casos o angulo a deve ser substi
cuido pelo angulo 9 e, após as simplifica
ções, obtém-se: 

que corresponde à equação B.19 de 
Ram.ay & Hube< (1983). 

Razio de deformaçio 
A razão de deformação R é uma 

medida importante na análise da deforma
ção de uma área, pois pode ser obtida 
diretamente em lâminas delgadas, por 
exemplo, através de métodos como os de 
Fry, Centro a Centro, entre outros. O 
valor de R pode ser calculado a partir das 
equações (53) e (54) acima, ou seia: 

R = (À1n.,)ln 

~~l(~~~~~'fy;d2>' 
±«a4b4c2+d2jt4(ab+cd)2)II2»112 

(55) 

que corresponde a Eq. B.20 de Ramsay & 
Huber (1983). 

Rotação dos eixos de deformaçio 
A rotação w dos eixos de deforma

ção é definida por w = 9' - 9 . Faz.endo-se 

tg 2w = tg (29' - 29) , e lembrando que: 

19(29'- 29) = (tg29' -tg29Y(Htg29'g29), 
(fónnula de subtração), e substituindo o 
valor da tg29' (fornecido pela equação 
47) e da tg29 ( da equação 48), e usando
se a identidade: 

tg 2w '" 2 tgw/(l- tg2w) , obtém-se: 

tg 2w = (c-b)J(a +d) (56) 

A Figura II mostra a elipse resul
tante da deformação de um círculo de raio 
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Figura II - Pasiçõcs dos eixos maior e meoor da 
elipscapósasdef0rmaçõe5superposwrepresen
tadas na Figura 9, e formafiDal da elipse: de de
formaç;\o. derivadadodn:uloink:ial de 1 cm de 
raio. 

unitário, por cisalhamento simples h0-
rário, seguido de aumento de área, e fi
nalmente de cisalhamento puro. A3 orien
tações dos eixos da elipse foram deter
minados pela equaçAo (47) e as magni
tudes, pela equaçAo (53). Dessa forma, 
a' '"" 13°36'; .,n:j - 2.26, e Jki. .. 0.67. 

A3 equações (53) e (54) podem ser 
encontradas em Ramsay & Huber (1983), 
e a dedução apresentada, segue aquela 
feita por esses autores. Entretanto, 0b
tém-se uma expressão mais simples para 
).1 e À.z, através do emprego de autovalo
res e autovetores. Assim, partindo-se da 
matriz de coeficientes em (39), pode-se 
fazer: 

(ao. b ]=0 
cd-a. 

onde a representa os autovalores da ma
triz. Calculando-se o detenninante e igua
lando-o a zero, tem-se: 

(a-aXd-a) - bc - O 

e, após a multiplicação, obtém-se a equa
ção do segundo grau: 

a2_ (a + d)a. + ad - bc - O , cujas raízes 
sio: 

ai(ou aii)-(a+d±(a+d)2 - 4(ad-bc))ll2)12 

sendo ai e aii os dois autovalores da ma-

triz acima. A soma dos autovalores é 
igual à soma dos elementos da diagonal 
principal da matriz, o que permite um rá
pido controle dos cálculos feitos . 

Os autovalores definem os compri
mentos dos eixos maior e menor da elipse 
eassim,aicorrespondea.,n:jeaija 
..fi2. Para cada autovalor existem dois 
autovetores, que definem as posições dos 
eixos da elipse, através de coordenadas. A 
equação anterior pode ser reescrita da se
guinte maneira: 

(aoa; b XX,]=(O] 
c d-11i. YI O 

e, após a multiplicaçio das matrizes: 

(a-ai)X1 +bY. - O 

eX. + (d-ai)YI = 0 

as quais fornecem os valores de XI e de 
YI, que sio os autovetores da matriz 
acima, associados ao autovalor ai Da 
mesma forma, fazendo-se: 

(a~l1i.i d~I1i.J~:)=(~) 
obtém-se os autovetores X2 e Y 2, asso
ciados ao autovalor aii. Os autovalores e 
respectivos autovetores, podem a seguir, 
ser plotados em reJaçio a um par de coor
denadas XV, obtendo-se a elipse de de
fonnaçio e as orientações dos eixos da 
mesma. Por exemplo, suponha-se que a 
matriz (39) tenha fornecido os seguintes 
valores, após um detenninado processo 
deformativo: a - 2; b - I; c - I; d - 2. 
Procedendo-se aos cálcu1os, obtém-se os 
autovaIores: ai = 3 e rui - I, e, cujos 
respectivos autovetores são: XI = I, Y 1 = 
l,eX2 - I,Y2 - -I 

Colocaodo-se os dados acima obti
dos em um sistema de coordenadas XY, 
obtém-se a elipse da figura abaixo (Fig. 
12). 
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Figura 12 - Elipse de Qe(onnaçlo delcnninada 
atravésdcautovaloresClutovetol'e$ 

CONSIDERAÇÓES FINAIS 

Em termos práticos, para se proce
der à análise da deformaçlo de uma de
terminada área, basta saber o número, a 
seqUência e os respectivos moddos das 
deformações que foram superpostos (ci
salhamento puro, cisalhamento simples, 
mudança de área, rotação, etc), Cada mo
delo é representado por uma matriz, c o 
resultado final da supcrposiçlo de defor
mações é obtido pela multiplicaçio das 
matrizes. na seqüência inversa do ocorri
do, chcgando-se a uma matriz final do ti
po' 

onde Xl e Y I representam as coordena
das finais de pontos do corpo deformado. 
enquanto ~ e Yo as coordenadas iniciais 
do mesmo ponto, porém no estado inde. 
formado . Os valores a, b, c, d dependem 
das deformações superpostu, e uma vez 
detenninados, sio a seguir substituídos 
nas equações (39) a (56), obtendo-se os 
diferentes parâmetros da deformação, pa
râmetros esses, possíveis de serem obti-

dos diretamente no campo ou em lâminas 
delgadas. A combinaçio de diferentes 
equações fornece resultados interessantes 
ao conhecimento geológico de áreas poli
deformadas. 
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