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1. COph1I\\ ~ .!raWl. 

c. travail pn •• nt. · une- ,blorl. 1 peu pri. coapUte .ur 1e 

euJ.t iDd1qu par aon U"t'e. , a.la P" •. q_ nOU avone oaie la plJ! 

~ d •• dlaonetratlona. sa ~ritab1. rai.on .d'.tre n.ide dana l.e 

naul tat. du ~, .t .urtout du ~4 ,nla 2, ". 5, ri.ul tate tout , fal t 
.. 1 2 QO 

nouv.aux aur 1.. ol ... iq ••• · •• pace. L , L , L , qui JuUfient lee 

d4Ta10ppeunt. uil- peu lollg8 de.U1,2. Le. ldl •• d1reQtrieea n.ul

tent d. tal}on p-g.soabreli. 4.- (4]("DOt .... nt Chap.l, ~4,l\1I6J voir 
(5) pour un n._ d. (41)~ En principe,o. travail .at c.pendant 

autonO ... t n. -d.lIIIDd. ,..- la ·~.crnn· d.: -[.~] .t (51. On · peut lie •• 
reaarqu.r que la tblori • . ~ •• · produit. t.neorl.1. topologlqu.a d'ea
pac •• loeal..m.n"t ClOIIT.X •• - puraux ..... n cl~I·.t elllp11e1t1 , 

.tre .xpo.I.4'a~~pe~-1 ••• epao .. -d. · BaDaoh. (BD .ftet, 1& l.e
ture d. L4) .ontreraqua pre.qu tcute. -1 .. que.Uonad. la thlorl. 

PMral., r ooapria 1a '",Werl.' d •• ' •• ,.... -uueU aire II , •• raMn.nt 

en "alU4 "4n 'qUet1oaa ·8Ur-·le ••• pac •• d. Banach). 

Juaq~'au §3, nt4 1. t.xt. n. oont1.nt preaqu. aucune dl.o~ 
traUon. La p1upart 4 •••• 'DOnel. renTent 4'\UM teohnique ....... 

• :t~ard, q1l1 .. ra bien faiul1~re par .x~.~ _.a~ lecteur d • . t41.c.,t 
taiDa n~tate-01.f., DOt .... rit oeux du §2, n ll1, lIont tr&1t4e in 
exhneo dana [41 (.t 1 •• cl_onatrat~one e. trouTant dl:1 eaqu1l1s4es 

clans (5). -tout au p1a 1& dUona'rat1oA d .• esrt&1ne ~lIultat. du § 

, (lot...~llt 1. th.2. ooroll&1re " .t 1. th.3) M 8e borne pa.a 1 
de. recUt.. ou , lIDo8 &Ol'IW rout1Jae. - Par eontre, j' a1 dODM 4e. eli 
.onatrat1oDa •••• Atl.11 ... nt ooapl.t •• pour le. n.ultat. foDd ... n

tauxd1tt1oll •• (§" AI 5, th.4.t §4, nR,). J • . p.na. qu" partir du 
§" nil 5 , toue le.raJAo ..... nt. peuTant Itre .ana d1tt1cnil. t4 r4ooJlQ. 

truitaparle l.ot.ur attent!!, 1 l'aid. d •• 1DdloQt1ona d&t&111'.11 
du t.xt •• 
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A d4!aut d. d&aonatratlonaco~pl~te., J'a1 pria 1. plue 

grand ao1n a bion d4~er la su1te loglque des 1d6 •• et des propo

.it1ona (qui conatituait l'ea.enU.1 du travail d,e 1Il1". au POint~ 

et de .ontrer co_.nt 1 •• unea ;taicnt : cons;qucnccs ' naturell •• dCB 

autr.a. Au.e.1 Je peMe que oe text. dcvrait ' ~=.ttre au 1ac~.\.U' 

attant1! une doainat1on ~pld. ~e 1a t~or.1 •• 

Lee beso1na d' un oadre plua T~a que dane (4] at (5] nows 

ont obl1g4. d. r.Toir ooapl~t ... nt 1a t.rainologio .t 1.. notat1ona 

ant4r1.uree dan. 1a t~orl. d •• produit. tensor1el. topologiquas. 

C.11 •• que noue aTO~ tin! par adopet.r ... blent po •• 4d.r tout •• 

1 •• propr14t4. d4.1r&b1 •• d. eiap1101t4, oo~renc •• t aya4tr1 •• 

RAt~\lOna que noua aur10na pIl DOWJ d1apena.r d. dtTelopper 

tout 1. to1'll&l1 ... d •• ®-norlllla (U 1,2,') pour torzulor et daoll 

trer, 1 •• nRltat. toDd ... ntaux du §4. JlA1. II ..... bl. quo, cc:-e 

.n aa1nt. ooeaa~on analogue, o.la &urait 4conoai" .nore.t pap1er 

aux ' d4pllna, d. l' .tton 1nhlloC:'llAl du leot.ur. En ~tt.t, ell n' .. t 

que 'PIll" ' 0.. pn11a1na1re8 que l' on &rr1 TIl .. donner 1 .. 4none'. .oua 

la tOrM oone1 ... t .ug'IIatiTe qui perMt de .&la1r, d'un aeul ooup, 

1 .. relationa .ntre lea tria ncabreua .. Tar1ant .. du t~orit.. tond" 

•• ntal, et qu' on parTient .. nne oo.pnbena1on nr1 table d. la t~o

rie. 

81cn&lona .ntin que d' aa ••• DOIlbreux n.ul tat. dip .. d'1n

t4rtt, 1UI.1. Don 1n41.peJUl:&bl •• pour UDII boDDII ooapribena1on c4n1ra

le, on dA Ure pas .... ona 81lelloe. On .. ~re qu'un expoe4,oo.p1et 

d'au ao1na une part1e de 1a tWOrie, aTllo d •• n.ultat. 'd1n" en J. 
x.relce., pourra tl"Ollftr .. place dan. un l1Tre actu.ll.,.nt en prf 

paraUon, en oollaboration ,.r L.Jlachbh ett.I'auteur, .ur 1a tblo-
~ . . 

ri. de. e.pace,. looal ... nt oo~xell. 

2. tIP' 0010#, .u ooW1opt dMrNe •• 

• oua auppoaODII WM boDDII ooJnla1Il1~ de 1a tblor1e de. ..

pacec 4e Bauob, l'mlPbn aultiU06&1n, 1'ut4craUon, et .u1'fOU 

4e taqOJl c4n4ral.e 1a teraiDologle de I.BoUrbak1 (T01r DOt .... nt (1), 

[2]). 
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a. ~tn$ra11t4@ alg'Rrlq~ee. TOUB le& espaces vector1els .~ 
v1. ages sont des 8s paces do Banach, sur Ie corps des reela ou dee 

complexes . 31 B, ' , G aont d~& espaoes de Banach, E' deaigne Ie 

dUAl d. 3 , L( E;1 ) l' espace d •• app11cat10ns l1nea1res cont1nues 

de X dana " B(E.FjG) l '.apace dea 8pp11cat10~ b1l1nea1rea 

continuo. dla B X P dnrus G; 1111 G 88t Ie corpe dee eca.lairee, on 

6crit aiapl •• ent D(i, ~) . COB espaces eont mun1& des normea natu

nIle. qui on tont encen des eapaoe. do Banach. 31 A<-L(Bjl), on 

d'a~ par t~ l a t ranepoa4c de A, c ' eat donc un el'aent de 

L( I' JR' ). 

B1 .1 €B(R ,1) , on identitlctra auesi 

l~a1n d. I d!A; I ' (et non de , dans 

a1 x'-.I, A.x':"" e ora clonc d' !ini pe.r 

A aTec l'app11oat10n 

X'l) qu' ello dH1n1 t: 

(1) <r,A . X) - J.(x , .1) (x ':"X,7E: J', .A. E:B(E ,7». 

On d'a1.4Dera par tA 1& .romo b1l1n6a1n 'nHtr1gue de A, :to rae 

,DUX I X:I donn'e pil!.l" 

(2) t 
A(.1,X) - A(x ,r) 

81, contora4 .. nt l la oonTent 1on oi-deaaua, on regarde alors t A 

co;me UM application linc6a1re I ~ X', ce n'eat autre que la 

reatrict10n l , do 1& tranapoa'e de l'app11cat10n A: X ~ P' 
(ou cncon 1& tran.poa4e tout court, POurTU qu' on aun1eee l ' do 

la tOpologle !sib,.), ce qui .ontre ·que noa notations 80nt ra18onn~ 

bl ... nt coh4rente •• JT1d~ ... nt 

0) ( A E. B(X,l». 

:r; eJ cl'al~. le produi t ten.aorid d. 11 est P au 86Iloii1 _. 
lU~br1que g.Mral (1], qui Gilt done engsndr4 par lllg el4S!IIonh du 
trpe xGi (x~X. rEo'). Pour tout eapaco voctor1al G, 1 •• appl. 

oatiOJl5 bll~a1rea u d. , X X, dana Q correl/pondent b1un1TO

quo.oat AX applioatioM lineairea T de ~ QJJ' ' dlUll! G, a T co'r

pondant l'applicQt10n u(x,7) - T(X~7)' En partiou.lier,B(B,l) oat 

un •• paco 4e fOrMS l~a1na aUT X 0" on a 

(4) 
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x 0P et X' ®" .ont accouplea, on a 

(5) <x~y,x'0Y') - (x ,x') (y,y') (x~E,yE.F,x'~E' ,i'E l '). 

Cela permet de cono1derer B~P comme l'eapace des formes b1l1nea! 

raa · ta1blement separement cont1nues de rang t1m our E' x I' , e t 
E'~P' oomme l'eapace des forme a bi11nea1rea continueo de rang t i
m sur B Xl: 

(6) E®P c: :B(E' ,P' ) E'®P' C B(E,r) . 

Avec le. convent1one ta1tes plus haut, cela donne done aua-
81 de8 ~or.10ne 

(7) R' ®P' C L(X;" ) . 

R®r est l'o.paoe des app11oat10no I1oea1rea taiblement cont1nues 

de rang t1m de R' dana r, R' ®F' l' eapace dea appl1cat10no 11 
n'a1re8 oontinue. de rang t1m de E dans P'. Plus generale.ent 
on a une 1aaera1on canonique 

(8) R'®G C L(E;G) 

le prea1er me.bra oat l'ospace de. app11oat10ns 11~a1ras cont1nue. 
de rang tini de I dana G. 

On a un 1eoaorph1ame de .~tr10 naturel noU u ~ tu de 
X~1.ur rel,· ·donn' par 

(9) (:U::B. YE.l). -

C'e8t le. tranapo.4e do l'&pplication donn4 par (2}·compte tenu de 

l'accouplement (4): 
t t 

(10) <u,A) - <. u. A) (uE.:B~:r, .AE:B(R,:r» •. 

De .plus, le. ident1!icat10na (6) 80nt co.pat1ble. avec le~ deux opt 
t ' t rat10ne u ~ u et A ~ A, on ce sepa que 1& prellii~re e8t in-

dui h par 1., .ecoDde. 

11 8.t IbsolyP!Dt essentl.1 pour la ouito ~UI ce • . conTent1-
onatou -18. dro1te et 1& gauchfl- aont ao1gnousell1ent dlGt1~.I) ss!. 
1ent b1en explic1teea et -reapect6es. 
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b. 4RPl1caU09!! 11 tom •• CO!!pact!! !1 tUble.spt 90!!P!!9-

!!!. frolo9l!!sDte otg9piQU!'. 

On appells 'Rpl1o'1109 11D4t1t! co'pagl' (reap. !p1ble!ent 
cOlJ?!91') d. I d~ ' P un. appl1cation linc§a1re tranaformant l' 

1.JIage de 1& boule 'unit' en un. partie relatiTolllent coapacte (reap. 

!a1blement relaUve .. nt o.ocpacta). Pour cec1,11 :raut et 11 aut!1t 
. . t 

qUG la tranal>Ode J.. €. L(P' ;X') poseWe 1a •••• propr14t4 (cn 

tant qu'app11oat1on d. l'capac. de Banach P' dana l'eapace de ~ 

naoh X'; dono 1c1 -taibl.- dana 11:' do1t ae ~fc§rer a o-(x' ,X-J. 

Une fora. b1lin4aire J..E:B(X,') eat dH. compaote (reap. !aib18-

.snt oo.paota) a1 l'appl1oaUon l1M&1re J..: X ~ P' qu'ells dt 

f1n1t l'eat (1111 •• remarque pour 10 lIlOt -:raible: que c1-dusua). 11 
t . 

rev1ent d'ailleure au .a.8 da d1re que l'appl1coation . J..: P --+ X' 

l'eat. 

SoH J..E:B(X.P), J.. a ' 1dentU1e a un 'U.ent de L(E;P' ),or 

P' eat plong4 dana ledual de ,- (c'e.t l'eapaca dea tormes 11nf 

a1rea :ra1ble.ent cont1nuea aur '-, en entendant par topolos1e f~ 
ble sur un b1dual P- latopolos1e o-(p·,J',» .. °Donc J.. d'!1nit 

canoniquelllentun 'l'.ent de L(X,(P-)'), l.e. de B(E,P-). D'ou un. ° 

ipef!l1on 9at}Qn19,u! ' ~ B(E,P) · ~ B(1I:.'-). L"l~lIent 1 de 

B(I.'-) qui cQrreepoDd 1 une J..E.B(X,I') eat appel' 18 proloIl&!

!!!B1 9aDon19U! d. J.. . 1 ':i Xl-. 1 eat enoore caracter1a4. par le 

fa! t d' Itre une form. ° continue aur X X I- I tai b1 .... nt· continue re-

. ~ativ ••• n1;i · P-, qui prolo~ oJ... On d4t1nit d. III". le prolonge

.ant oanonique de J.. a I-X 1'. On fere att.nt1on qu'.n prolonge

ant J.. d I abord ° a ·o:Jl:.X P-, puie la forae obt.nu. 1 X- x '-, on ob

tient en g4n4ral °autre oho •• qu'.n prol~~~t d'abord a . X-x." 
puis a X-X P-. Pour qu'on 'obt1enne la .... oho.e, 11 taut.t 11 
autt1 t qua J.. .01 t t&1blement coapaota. · On peut &lora parler a&D8 

aab1gu.1 t4 · du prolonge •• nt canonique d. J.. 1 B- X 1-. Xll. eat oa

ract4r1"e par le tait d"tre un prolonge.erit t&1bleaent a4par4 .. ut 
continu d.e J.. a X- x P- (et un tel prolongeaent d' a1lleura n' .xil. 
te iJl! a1 J.. •• t ta1bl .... nt coapaote). .. 0 • •• -

Example. J..pp11quant 1a prem1~re tor.ul. (6) 1 X' et pi 

au li.u d. X .t P, on troUT. E'®.P" C B(X-,'-)' ·Cett. ~.re1-
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on n'oat autre quo colle qu'on obt1ent on coaposant l'immcraion c~ 
noniquo do la deuxiemo !ormule (6) avec l'op4ration do prolongement 

canonique aux biduale (qui a ici un eena, .car uno [ormo biliMaire 
continuo do rang fini ost oo=paoto, ot A fortiori !sib1e .. nt COR

pacto). Des laenti[iQatione de cotto nature aeront monna1e couran

te tans tout. la tc~orie deB produlto tenaoriols topologique.(bion 
qu'on lie l'Gx,Pllcltera. guere dana co r6swN). 

c. E§p!Q!O !o9.oe1~loa, e!tr1gMfi.pt a90!,,1bl ••• , 
Un eapac. d. Banach E oat dlt soQ ••• lbl! (reap. n4tr1gU!

!!n1 190 •• ,1910) 01 l'app11cat10n ldentlque do ~ aur ' l oat li
ai to llnitorm. SUT tout co-pact d' appl1oationa 11nCo.1res continuea 

d. rang nni (reep •• t d. none ~ 1). La douxi~1M propr14U iap1.\. 
que d' a.1l ' oura la pnal~re. Une 'tudo d4tail18o d. oos proprUUa 

88 troUT6 dlUlB [41, Chap. 1, §5 (rOaUla' dan. (5J , Chap. 1, ... ppend.\. 
ce 2). S'lgna.lona que toua 1 •••• pac .. do Banach o1ualquea .ont .:at 
trlquo .. nt a.ccosoibloe. I~ on o.t on partlculier do. oapacea LP 

(1~p4+oo), CoOl) eto., 00 dont noua nou.e .0%"Tirona ' aau autN rJ. 
!4renco (comme do tou. 1 •• r4sultata rappel'. dana 1'lntr04uctlon). 

,d. I!ptgtf .ric1aux. 
C (It) d4a14PM l' .apac. d •• !onotiona .oalaire. contuw.. o 

nulles lL 1 t 1n!1n1 aur l' ... pace 1C?cal ... nt ooapact Il, aun1. de 1a 

norme un1!onu. On 4crH 8iapl .. nt O(Il) a1 Il •• t coapact. LP • 

• LP(f) (1" p~+oo) •• t 1'''~ LP olaaa1que conatu1t aur 1a 

11180UI"e positl vo quolconque 1-'" .ur l' .. pac. looal ... nt ooapact )( 
[2]. Chaque !ola que d&.ll8 \Ul ' 4DOne4 au \me tonsul.., 1ntorTlollDellt 
d.a .apace. not4. 0, reap. L, reap. H, 11 a'~ d'~ .apac. 4u 

tTpe Co(Il). reap.. L1~r-)' reap. d'un •• pac. d. Hl1bert ( .. pac .. 
que ' par ab~T1atlon on appell. r.op8ctlTement ,sRlce, ~ 1lR1 ~ 
.. pac!a ~ 1.U!. .1£., !8P!Cff ~.ttR! 1!J .' .Sl I eat un ensemble 
.ana topologl. aplcl!14., on convient d. 10 aunlr d. la topologl. 

d1acr.te et d.1& •• sure ~ ~oe +1 en chaque polnt. On 'crlt 

alora .£0(1), j!(l) au l1.u d..Co(I), LP(t"). Sl 1 eat l'en
•• cbl. ! d.a en~1.r8 . • 0, on aoue-ontend I dana 1 •• notat1-

ona, et '4.ertt aiapl •• nt ~o' l p• 
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§ 1 - ~ ~-19RKBS. 

1. ,ormes . ra1a0IlD!blee. ~ nol'll'" V 11 1\. (1 ) 

DetipitioBl. Solent X et , deux eapacea de Banach.Une 

no rae ex. . aur X~' .at di te rai80nnable al .1' application blline&1 

re X,7 --:) X~7 de XXI" da~ :s®, .at ·d. nOI"ll.e ~1, et al 

d •• '.e. x' ,7' ~ x'07' .st Un. application bllineaire de nor

a. ·'1 de X'x\:J!' , dana · le dual de l'eepacenora:l®'. 

~algn.B.nt \la norme de ce dual par 0(', coo condl tiona 51-

gnitient ·que tI(X~7) " .()(x) 01.(7) et ex.'( x'Q'}Y') , "O('(x')Cl('(Y') 

pour XELE, ylC.1", x'€X', 7'E1". En fait, cela i.plique •••• lea 

'gall tea 

X'01'" a'ldentltl. alora ~ un aOUB-eBpace Y&ctor1.1 du dual d. 

l'espace nomo X®},. La nOrJIlI 0(' 1Ddu1te aur R'®l' ~ O. d,!!. 

al eat aUB01 un. nO%'llIl- raiaonnable. - On dee1gne par X ® ., 1. 

coap16t' de X~' pour la nor.e ra1aonna~le 0(. 

Th6orbe l.- 1. n. exiat.!l!.£ :B QIIoJ !y!! W!!. 1?!t1 te Jlq£

~ ra1eonnable V 11 Jl!!! .ill!! grnnd. e2D!!. raiaopnabl! 1\. 

2. It! ll2I!t!. V .a~.a l12I!!t lDduU, or J ®l .at 

B{X' ," ): 

B(:Bt'): 

lulv - BllJ> I<U t X'®7') I 
1Ix11H 
1111'1 

(x' E:. J' ,7'E.." ). 

,. 14 B2I!U. 1\ ID.J.a ~ polalrt !! lA ~ l!DUt ··U 

lul~ - Sup I<U,T)I 
~B(:B,l) 
Mvll41 

Sl A (reap. B) .ot la boule unit' de X (resp. p), 1\ 

.st ausB1 la noI"ll.e JaU68 d. l'.na •• ble r (A®B) .nvelopPl' die,!·" 

q~e de l' •• nae.ble d •• X¢>7 · (X~A, 7£B), et .. st dOruM par la toE. 
aule_ 
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10 In! ~tan~ 4t.ndu 1 ~out'8 loa ropr4.'nta~10ne d. ,u a~ua 1& for

a. d'uno ' .omae t1n1. ' u ~ , Z x18"1. 
, . 1 ' ' 

th40r+. 1.. 5b!!l. JW. .I2ll l'"pac. U Btpacb ' G,.2Jl ~ l1D 

j.8oIl0rph1", 1li4tr1gue L(Eil'JG). B(X,P;G) . 
, i ' . " 1., 

(dont on 1&1a •• 1& 41tin1Uon au lee~ ..... ). b part1euli.r: 
I 

. , I . " ' 

Qorollairt - k ~1 .u I.l' ill ,B(X,l'). 

La d4f1n11i1on d. V ' daDe 1., tla.l,21 llIpl1qU8 

1den1i1ti, l l' adh4ronc. d. Bel' dana BC I' ,'" ). 51 
v 

v 
qU8 I.' .! 
1& tora. b1l1 

nda1,re uaur X' X.,, appart1.~~ 1 I®l',&lon .11 •• at CO!5>!9-

l!. !! !fribl!I!!'!l) C9!lti!lU8, '~ . la r401~lM .at Tr&1. 81 X ou ., 

8810 acc,lle1ble. Done B*' a'14!1lUfiAi 'auaa1 1 un .apace d'appl1-

cll.t10ne 11nea.1r .. -cOlipactea d. I' , daDIi" " continuoa pour G"{B' ,I) 

,10 <r(:P ,F'), .t on obU.nt 'a.1ne! · tout .. le.appl1caUona do co tz. 
. ' v 

pe.1 B ou F •• 1; acc.ssibl •• De !&9011 aDalo&ua, X'«)1's'1d.n-

Utie Al'adh4fronc~ dana lI'(X;') d'-l'''l*~'B'®' d,s' appl1cat1 
. . " .. . • 't. ,,~ .. . 

OM l1ri'a1res con1i1nu •• d. ranc f1id' d. :~ ]I ' dana " adh4reneo qui 

,at un "pac, d'appl1caUoWlliIW&1r ... COlNtt. d,X dana r; 810 

on obt1.nt &ina1 tout •• l.a app11cat10D! liIW&1r •• 'ooapact •• d, 'x 
dana F .1 B' au r .at aceo881bl~. KDf1n ,.,as" .'1d.nt1f1. 

it. l'iadMrono. dana B.(X,r) do l'''paoe I'®" ' ba ' fora .. bU1-
. . ' 

ri'a.1rea conUnlM. d. rangf1n1 aur I Xl', ~;'no. qui .. ~ un .. - ' 

pac. d. 'formea ,,,il1ne&1r!a $1011"91'" m I Xl'; .~ , o~ obM.nt &iD-

e! tOI)!! 1 .. fora .. d. ~ t7po a1 I" 0\1 " .. t acc.-.1ble. 
• .o~one -.nf1n qlM .1 . I 011 'J' .at 4. ' 41.i.caioil fi~" tOll 

tea le. noraea raiaoDnAbl .. alJi," 'ldU aont Iq,d,nJ..ntt,. 81 ' par 
!X •• ple X ' .at aun1. d'une bU. f1n1., .. Is, •• t i.a.orpb.! 1 ,no 

, 2. DffiDiUOD W , ® -Po1M'. 
Appolone "plc, A2lIi IP'4r1gut un .apac. nora' 40nt l'.a~ 

pac. T.otor1el aoua-J&c.nt 801t un An, reap. t'". L1onaolllbl. " d. 

toU! l.a .spac •• nor.4a nua4r1qu.a ,at dono 44tini. 

" 

,Dft1niUOD ~. On ap~ll. ~ ~por.. line fonct!on 0( qui., 1 
tout ·coupl. d. 4!UX .. pac!a DOrM. nu.4rlqu.a X,J', &8aool. une DO~ " 
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1M ra19onng,bl. (yoir Ill, d4J!1ni Uon' 1) e.ur I • . ur produi t tensoriel 

101, nora8 not4. u --i> lulO(. fa1aant d. B~1' un eapace norm' 

not' B~', cette ionct10n 4tant .aaeuJett1. ·1 ver1f1er 1& cond1t1J 

on auiTante: 801t u1 ~ app11oat10n 11n4a1re d. E1~ dans Fi 

(1-1.2. 11 .t ~1 eapac .. nOnNs nua'r1qu .. >,.t ~®"2 1'ap

pl1oaUon ~ ® "2 odne1d4ree,,01D. appl1ca~10J:tc d. l' eapace norm~ 
I( 1( ...• . 

~®12 dane l'espac. norM '1QJ)'2' alore on a' .". 
0( 

II ~ 0u211 ~ II ulll ~II •. 
11 a'enault que 81 ~ et "2 lIont dea 1aollorph1smes sur, 

n en' eat de 1Il'~e de · "i ca u 2 • Cela montre qu' on peu't; definir E ~ 1 

a1 E et · 1'sont deux espaces norm's de dllllension f1n1e quelcon

quaa (paa necees&1rement numer1ques), et que 1& cond1t10n enoncee 

dans 1& def1n1t10n 2 reste ~r1fi'e pour de tela eapaceo. Notons au~ 

s1 qu'avec l'1dent1f1cat10n ~uelle de E01 ~ L(E','), c'omme E' 

peut ~tre regarde comme ' un eapace norme numer1que 81 E est un esp~ 

ce norme numerique, la donnee'd'une ~-norme ~ rev1ent auss1 a la 

donnee, pour tout couple (E,') d~d~ux'eapace~ n~'e numeriques , d' 

une norme raisonnable lul« sur L{E;') - B'~F , la condition de la, 

definit10n 2 s'exprllllant maintenant par 

liuBlDt" lIil! IIBI! lulO( 

pour u£L(E,I), i£.L(:r;G), BE.L(B,E) (ll. ':r, ' G, H 4tant des es~ 
o.a norm4e nua4r1que. queloonque.). 

1i .. 21". 31 pour tout ~ouple •• :r d. 4e\l% eapacea normes 

n_r1quee, on 00ne1d.re BUr . II 0:r , 1a plu pet! te norme ra1sonna

ble V (reep. la Jll1W 'gr&Dde norM ra1eo~le 1\), on obtient un. 

®-nor.e qu'on d4dcne .noor. par V (reep. pu' 1\). La norme lul y 

eur un .a~~, L(ll,:r) , n' .a~ 4-n4._nt ~tre ~que la norme Wluell • 

. ~ •• "o"n.teUZ'8 •. 
OpiraUopt tOn4ptUallf iii: 1U ®~nor.cs . Soi t 6( une 

® -Dante. Pour cleux .epac ... nOrMe n1a4r1que .• . .t 1', cons1de-
t ..' 

roa la. noJ:'M . 11. ~ t 1I.1D(eur ll~:r., on Yoit aWl81tOt que 1a 

fonction aina1 d4t1ni., ~ur· :S ' e1I r var1.ablea eat une ® -nor-
, t . 

me, 'qu'on note '. O(et qu'on appelle la 0"horme tra.nsposee ou 
. t 

symetrique .de 0( .~lle est done definie par I u It" I u I . 0( 
0( -c 

t 
est d~te symdtr1que 81 0( - ~.- En second 11eu, pour deux espa-

ces norm~snum~riques quelconques, ' ~ono1d6ronB sur E<aF 1a nor

me duale de l~ norme 'Iul :. sur E'.·". On .voit auaa1tOt que 
OC . ' Alt. 

pour. E et, ' va.r1ables. on ,obtient, a1ns1 une - . IOI-nor-
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II.. qu' on not. C( I .t qu' on ape11. ~ -nOnM duale de ~. Done 

par dct!101t1ou la nor.. lulO(. aur :.g®, aet 1& duale de 1n nor-

•• 1 u' i 0( aur E' ® "'. On Tctrlf1e aU.8al tOt 111e formulee 

(0(,')' - 0(, 

.t t ( ex') _ (t 0(,)'. On d4,,1sne aUB"l par ~ 1a Taleur cOIIIIIIWle: 

t(O(.) _ (to(')' .6(. 

itlat19p d'9{dn. Soient O(.t ~ d.ux ®-norau •• t "J-O. 
On 4crlra 0(, ~ ,,~ al" pour tout couple d. deux •• paoe. nOnl~1I nu

uriqlae. . B ,:r. on a I-Ioe." ~I u l " pour u E:. ~~:r. Cela impl1qua ,
T1d .... nt ~ ~ 1. Rn p.rUoul1er, la n1&1;1011. 0(, 4 ~ .at un. re
lat10n d'ordre dana l'ona •• bl. d •• . ~-no~ •• On a lea 'quiTal.n-

/" 
4qu1T&ut 1 , jto( 4 ~\~' .:\ ~ ~' 4 "()(' • 

801 t (0(.1) une !aa111. de ,0 -DOnae~. Pour tout couple 

(x ,1) de deux "pac." DOr.4" nuMriqua.;~ conai44rone Bur B ®1 la 

norae lulO( borno .up4r1.ure d •• Danae. lul0(1 (qui .ont touteD 

.. Jon •• par lui,,). On oona\aw qu'on • a,ina1 44t101. un. ®.:-nor

.. ,0(, qui. .. t 4Tid .... nt 1a borDe ' np4r1.ure, d. (0{1) dana 1'

en.v.zab1. ordOnM d. tOllte. 1.. ® -aonae •• C~ ()( ~ ()( I .at 

. un ilSOIRorphiame d. l' .n ... bl. ordOnM d •• ' ®-nor... "ur le .... 

• na_ble .uni de l' ordn uftn., On Toi t done qua 1a born. 1nt'rl 

.ura d'ww taaill. queloonqUB d. ®-nora." .xl.te aWlD1. Xn. dlau

tree t.me., l'.IfIjI .. b1e de. ® -oora." .st un enaeab1e eOilp1~te_ct 

nUoul.4. 

Lea propr14t4. 41_nta1re. dee ® -noraea V.t 1\ dana c. 

oont.xte .ont rlau.4.. daDa 1. 

Wonl!' 1. V dlll.ilall nUH, '1\ 11 R.lll! cnp4. ~ 
®-POlM" V n 1\ ... lDf,r19M" J1 4p.Il!l l.!:lm!. n l' !Uta I 
(V}, - 1\, (1\)' - V • . ' , . . 

,. Jlitwn I.U. ® ....... &l IUlq .. !I. d1MM19B .!Bfi-



- 11-

l'uaob. Pour ~01l~ .oua .... pac. ftdorlel 4e 41M,ne10D t1D1. II d •• 
• t _ d. r, Jl®_ •• ~ lID .oua .... pac. ftctoriel·. d. U ... ne10n t1~ 

Di. d. I ®r, qui croit afto Jl .10 1,.10 let Jl0. tOnNni lm4t 

taa111. t11~ran~. oro1.aan~. d • • oua ... r~. ftotori.1. 4. 41aSn-

.don tiDi. d. I®r 40nt 1a r4union .. 10', I®'. SOU 1l€.1®', e1 

ll€.II®I, on 44.~ par lulJl®1 la DOnN d. u 4&D.11 II~J. nle 
d40ro1t quand II .10 I cro1 ... ni, po.opo:! 

lal • lat lal ~ • 
~ .,1 Jl0. 

On TOU au.1tO~ qua 1& to~Uon aiu1 44t1Di •• ur I®' •• 10 QDe 

DOnae rai,oanable (II 1, 44t1DiUpa 1). 81 .n part1oul1er 0( • V 

au 0( - f\, la 44t1DiUon d • . lulO(. 40-. dau 1a toraul. c1-4e!. 
.ue .. 10 eoapatible aftc 1..-. not&Uou 1Dtroduite. au III (1 ••• no

~" tonnil. re40JllW b1en la pla peU~. n.p. la plWl c;naDde d •• 

DO%'II" rai.onaable. wr I®'). On 44.~ par I~' 1e eo.p14t4 

d. I®r pour 1& D01'II8 lull( ~ 
So1.n~ 11 ,'1 48 ••• pac .. d. Banach (1-3.,2), .011; · U1 un. 

application 1lMa1n oonU .. ~ 11 dau '1· Couldirone "l ® ~ 

co ... \me applioation 1~ ,. l.· •• paoe Jl2Dtt ~®12 ·dana 1'

•• pac. Jl2l!!t r1~r2' on .aura .DOon 1I~~II' II~II · Uu211. Done 
11. ®u.;. •• prolonae par oonUAU1ti .. UM applioaUoD 11n4al"" 4e 

.1 " oc. . II(. 0( 

DOrM 411,\11 II~II de ~ ®12 clau '1 ®'2' DOW. '\ ®~. 
. ~ . 

On aura .noon 1a tol'llUl. · Iult - I !oll • D'autre part, 1111 
0( 1( . . 

on didgDlt .par Y·u 110( 1a D01'II8 wr 1M · dual~ de laDC%'IIe 1u'III(' 
8ur :8' ®J", on aura I u I I.e " luloc,. II&1aI on De .aU pe.e 81 on aura 

. tOUJoure U u 10(- lui e<. • Ce .era .le cu du 1101118· .1 ~ ~ ~ .on\ 
sOr1QUIMm fCC',,1bl" (T01r Intr04:ucUoA,II). I?1,oneque la·®

no%'ll. 0( •• ~ IOct,,1bl •• 1 on a U all" - lu10( . daDe :. I ~l ehaque 
tol. que . B .2ll . r •• ~ d. d1aeu1oA ·t1n1.: On aoni" tac11e •• nt 

pour tout.. le. ® -D01'II8' OOJlD1lell qu' .11 •• ~on1; ace •• dbl •• ; .1 



- 12 -

t ost access1ble, 11 en eat de mAme de~' et ~,donc auss1 de 

IX. t( 0('). Cec1 pos', 8i 0{ ' eot accessible, on aura lIull .. lui 
0( 0( 

dana E~F ~urvu que E ~ P soit metriquement accessible. -

On a danstous les cas \lullv - lu lv ' comme on 'voit ausoitOt. (2) 

4. FOI'llles ~t applicatiOns de ~ 0<.. 
Soit t( une ®-norse, E et F deux eopaceo de ' 

Comme on a lu.lO( "lui" dana E0F, on vo1t 'iue le dual de 
s'id.nt1ti. A un sous-8space vectoriel du dual B(E,F) de 

avec una ' no rae plus tine . 

Ilanach. 
0( 

E®F 
"

E0F, 

~ [1 n1 tiQn 2.. 1. !l!!!. .!2!:!!. b1l1n'llire u !.!:!!: E X P .!!!! .!U.
te de t;rj,e 0(, 2ll lW! 0{ -torme , n. .!lli IlPPartient ~ dqal de 
~, ~ 

E ®l. L'upllce g £.!!!. tOjli?lles.!B!!: E Xl, .h!.:. le ~ £!. E ®P, m 
ll2.!t If' (E ,l), l!! n2Il!!. .E!.!:W eo pace m.ll2!!!. II u II (0<, -norme 

0( 

de u). 

2. lZDI. appHcIUon .1iMfirt u 9!. E ~ F ill d1 te 

de type 0(. , ~ ~ ~ -appl1cation, lil! .!2.r!!!!. bllineaire 

(ux,;r' > !£:I )(,1' QU,.1,l.~;1t1n1S lli 2.:u.a 0( • ~ : O(-nonne 

2. .2!.:U!. d'rn1~l'! '8) 5!.!! .IRN11'. 0( -norse de u, ll: notee 

IIllU«. M!!!;m 'de: OC=!tppllcat1op! 2 E 11m!. " iU!n! 2 lAO<
B2D!., JIl. A2lt L (:I; l) • , 

. ,. ~. le Call , . 0( .;", ,on eaploie les nomS: torse biline

il1~'1ndf;rale, appUcatipn '1ptfjqale, ~, integrale. 

On conTl.Jit 4 ... l"!p.rcler : Ullllo<, c~ 1n{in1. 81 l&1'om. 

Oll 1 !ap'pl1cation l1_~:u . .n',"t pu d~ t;rpe 0( ".- 81 ,. 0(, , - V , 

1 •• -CK .~to~. (reap. 1 .. oc.~1C.t10D8)80nt tout"i"'fO~ 
•• ·bu1Dla1rea· cont1DuH : (·rHP~~utt •. 1~ ;.ppl1cM1ona ' ' l~l"!a 
oonumi .. ) •• t 1a ' O(-~ <~~: 'i~ur no~ WlWlll.: /lullv';'l1 uti. 

, Pjow4t'. ORIN" W ·O(-t9m.,.Par ... 4'tiD1tion, la 

.boul. un1W d. BO<.(~,l) •• t.coa}M'Cte pour 1. topolope ia1ble de-.. ' 
t1D.1e par :I ®l, laquUe topo10pe coIncide done sur cette boule 

.... 0 1& topolO4(1. ta1bl. d4t1n1.· par E IS, " 1 ••• 1. topo1op. de 

1& connrpace ' 8iaple 'd.a toraea bllWa1rea aur ' E Xl. Dono tout. 
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11m1te pour la converge~~e simple do formes bilineairea de ~-normo 

~ I, (eBt encore de type ()( et r a . une 0(. -norme -6 l. 
Soit A une 0( -!orme aur EX', BOit u uno application 

lineaire continue d' un eepace do Banach Xl danaE, v une ' appl! 

cation lineairo continue . d'~ eapace de Banach '1 dana F. On n£ 

bra AO(u0v) 111. forae bH1noairo eur ~"X '1: A.(UX1 ,V71 )·llora 

cetto dern1~re eet encore de type ~ , ot on a 

HAO(U 0V) III( , M 'AjI~ Uulllvil • 
En particulier, ai Bl roap.'l est un Boua-espace vector1el no~ 

me de E resp. ", on voit (en pronnant pour u,v les applicati

ons d' i'11clus10n) que 111. restriction A. Xl X 1\ "d' une forme do type 

0< sur E XF eat de type 0(, et a tine 0( -norme au plus egale. 

SOi t A uno forme bllineaire sur I Xl, tAl":: forme 

tranapos4e sur PXE: tA.(Y,x) .. A(X,y). Pour que A Boit de type 

()(, 11 taut et 11 au!!1 t que t A soit de t;rpe to(, et on a enco

re 

II tAli t - Ill. U • 
0( 0( 

Voic! en!in un r4aul tat 414montaire, maie moins trivial: 

Th40d¥ 1 . .1&ll A ~!2!:!!. b111nea1re continue ~ 

E Xl, I son . pr010M,!ent c!WOnigue l E X'~. ~ Que A !.2ll 
1!..llE!. O{, ' il"!W !.1 II 8M!tit gue . I!!. .!!.2..ll, .!.1 ~ ~ alore 

IIAIIO( .. 111110( • 
Par polarit4, ce th40~ .. e4uivaut au 

oc. 
Corollal[! 1. ~ ~. ~ 2.!. E 0' eet 2B!!!. AGH 11 

boule uni d de X ,,- R2lY:.a topolod. (Mble dotinie'RAI: 16 .!W
alit4 ~ BOI.'(E,,)~ 

Cela imp11que de plus le 

COrollaire £. li!!. appUc§tiops JanOniguee (produita ,1euo
riele dee _ppl1catiowsd'inclueion) X®l --+ E~P- et · E®l ~ 

0(., E-®'- sont ~ i'omorpb1emee .4triQuea. 
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Le th'or~me 4 iapligue aussi que a1 on cons1dbre 1a norme 

II ullO( 1nduite sur E' ®F' par Bot(E,'), c'eat ausa1 'la no rae 1n

troduit8 avec la mAm8 'notat10n A 1& t1n d~ Bi 3, 1.8. 1& nora. d~ 
l e de la norme I v I 0<,1 sur X- \~~iF· • 

Propr16t6s g6n6ral'8 1t! ~ -applications. C. sont 18S .A
mes propr16t6s que celles vues pour le8 tormes, mis8s dans le lan

gage des app11cations 11neaires. Toute app11cation de E dans P 

qui est limite pour 1& convergence s1mple d'applicationB 

et de 0( -norma 4 1, eat de type 0( et a una 0< -norme 
0( " " 

fortiori, L (X;F) est un ' eepace de Banach pour sa norme 
~ ,. " -u E.L (E;F), v E.L(l;G)"on, .. It., vu £L (EiG), et 

II TUllo<,' IIvllllullO(. 

de type 0< 

.(.1. A 

U ull .31 
0( 

De m&me, v €oL(E;}') 
. ' ~ ~ 

et ' u , ~ L (FiG) imp11que .uv £ L (X;G) et 

UuvllO( , lIulll)( Uvl! • 
Soit u Eo L(1I:iJ'), pour que u s01t de tlpe 0<. 11 taut 

et 11 suttit que tu aoit det7..pe t~, ,et on a 

UtuHi; - II uil • 
I( t( 

Appliqu.ant ce .a .. r4aultat au tranapo.' u' ' et A to(' au 
lieu de u et oc., on irouv.: pour qua u BOit de t7pe ex, 11 

taut et il 8utt1t que , .on bitranepo.~ u· £ L(X-.'-) le a01t, et 

on a 

lIull~ - Uu-IIO( • 
Soi t u une !orae bl1~4aire continua aur X x.', pour qu' 

elle so it de t7pe ~ , 11 taut at 11 autt1t que l'appl1cation 11~ 

&ire de B dana "' , qui lui oorre.pond 1. eoi t, et lea deux 0(

nonwa correapoDdant.. sont 'galea (r4.ul te du th'or~.. 4) .Il, s' 
eDault' quo a1 ,u€.L(B;r), pour qu. u aoit de t7peO(. 11 taut 

et 11 aut!1 t que l' app11cation de B dana .,- qui lui oorreapoDd 
'1-., aoH, .t &lora ~.a deux 0( -noraea oorreapondantea aont 'pl.ea. 

y 
Btlal10M .IBiD. «-tppllo,UoM.t1 0( -tppl1C&t10M. On a 
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.., 
0( 0<. 

. th6odP!o 2,. ~ u e L (B;P), v€. L (F;G), Co( etant ~ 

® -norme acceee1ble (vo1r t1n du III 3) .SU! le., ~ espaces de ~

~ E, r, G etant Bupposes Metr1guement access1bles. ~ vu 

est 1nU lVal!, II 

Ilvull ~ IITII" lIullO( 
" 0( 

On a d'ailleurs ~e rec1proque. Soient en ettot E,F deux 

espaces de Banach, . et u €'L(E;F)~ Pour qUe lIullo( ~ 1,11 taut et 

11 8u1'fit que v E. li"~E implique lvul ~ ITI" , ou enoore que 
,. 0( 

., v E. P' 0E ilIip11que luvl" , Ivl., • Slalors R (resp. ~) est Me-
0( . 

triqu~ment acces8lble, il revient encore au .a.e de dire que 

v E. LO( (1JB) implique IIvuli ~ Uvll.., (reap. ' Uu Til '" II Til " ). 
"0( "0( ' 

(on suppose ~ acesslble, ce qui pratiquement n'est paa une r8strl 

ction). Utllisant 'le th'or~me du graph. term4, on volt que pour .., 
que u soit de type 0(, .11 eu1'tit d4JA que pour toute VE-LO(';E), 

uv (reap. vu) solt integrale. 

5. POl'lles II appUca t10p.! 0( -'QUcllairee. 

Soit 0( une ® -norme. Sol.nt X .t r deux eapaces de 

:Banach. COIIIIe dana .1: ®F, On a lIulll( ~ lui t on a une application 
e(1( 0( . 

lineaire canonique de norme '" 1 de E®r dan. B (B' ,P'). Cotte .' . ... ~ . , 

app11catlon est blunlvoq~ .1 'x ou P e.t aocesslble (et mO.e 

un l.omorphisme m'trlq~ "1 . X ou '~8t a4tr1quement accesslble~ 
. 0( . I( 

En tous cas, l'i.ma&e .de J:®r dans B (1:",r') s'ldentitie au qu2, 

tient de B~' par 1. D07au4e l' appl1cat1o~pr6c'dente, et 11 y 

a lieu de ia munir de .la DOnie quotient, qui sera not4e liO«u). 
Pour u € 1: 0P, on aQZ'& Ilono 

'. lull" 4 J~(u) ~ lulO( • 
(Xn talt, on a dltq~ le • . deux m •• bre. extra.e •• ont d4JA 

egaux a1 B ou , •• t" utr1qUllunt acoe •• lble, done dana .tous 

le. cas important. en pratlque)~ Sl Bet . P Bont de., duai., •• 1 
tons B' .t P', on a aua.,l uno appllcatlon llneaire canonique de 

0( 0( 
nopa. -41 d. E'er' dana B (X,'l.! on p&8ae de .o81le-ol A l'aR 

plication d4tlni. pl\l.ll haut, lel B'®P' ~ BO«J:-,r-,.,.n t~ 
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0( 

sant correspondre a. 1a forme pur E XF de1'in1e par une uE.E'®P', 

(forme q~ est compacte comme limite pour 1a norme de formes de 

rang 1'ini) , 50n prolongement canonique a. E- X P-. L' espace quoti

ent envisage plus haut peut donc aussi s'identifier ici a. un SOUB

espace vectorial de B~(E,F); sa norme N~ sera 1a norma induite 
pourvu que E' ou F' so it m~triquement accessible. On voit de 

0( 

mame que le quotient datini plUB haut, peut pour un eepace E'~F 

siidentifler a. un sOUB-espace de LO«E;F); sa norme NI( sera la 
norme induite par LOC(E;F) pourvu que E' ou F soit m4trique

ment accessible. 

De1'1nition 1. ~ O(:!!E.!. 0-norme IE.!.! F ~ espa
.£!!.!!. de Banach., 

1. On appell • .!2!:!!!!. 0< -nucle~ire ~ EX 1 ~ ~ qui 
DC appartient ~ l'image canon1gue de E'~F' ~ 13 (E,F). Muni ~ 

quotient !iI~, l'espace ,~ £!.!. formes .!!!.! not~Boc(E,P) • 
. 2. On appelle ', appl1ca~ion. 0< -nucHaire £!. E dans F ~ 

0(--

application gui appartient A ' l'~age cano~gue £! E'~F ~ 
L~(E;F). ~ ~ ~ ~ guotient B~, l'eepace de £!.!. applicati-

.2!!! .!!!.! note LO<.(:l~;F) • 
3. Dane le £!!!. '0<., - 1\. , 2B .mploi. Iss ~: forme nucleai

re. application nucl8aire. 1'" (u) .!!!.! appeH norme nucleaire ( 2!!: 

norm.-trac.) S!. u. 

Lea applicatibns nuol'aires Qont aussi parfois appel's ap

plications de Fredholll, ou appU~,at1ons A trace. 
Dana un. large me8'Ure J ,les propd'Us g~n~rales des formes 

.t applications 0< -nucleaire,a son~ les mO.es que celles des 0<

tormes et or. -applications (qui. :lsS gener8lisent) J parfois aoUB , rf 
serve que oertains dea espaces conaiderea aoient accessiblea .•. Tou
testois, le plue eouvent la boule unite de Boc(E,F) ne sera 
compactepour la convergence simple .Ou ai 0( _ V ou 0( 

pas 

" (son adherence dans B(E,F) pour la convergence 8imple eat oonte-
nu dans la boule unite de BO«E,F) et e~acte.ent egale A cette 
dernibre.si E ou Fest .'triquement accessible). P.ex. les 
formes V -nucleaires aont . compactes, I18J.s en gtfneral il exi8tera 
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sur EX F des formes bilindaires continues (donc de type V I) non 

compactes. 
On a ~nonc's exactement parallblea A ceux du NQ preceaent 

p our la composition de formes ou applicat10ns ~ -nucleaires avec 

des applications lineaires continues, et sur lea prolongements ca
nonlques de formes ou applicatlons ~ -nucleSires. De plue, li re
sul te auesl tOt des deflnl tions que la forme u sur B X Pest ()( -

nuclealre ai e t seulement si l'applieatlon llneaire de E dana P' 
qu'elle defln1t l'est, et les norme s N~ corrospondantea Bont les 
memes. - Soit maintenant u una application ~ -nuclealre de E 

dans F, alors on verifie aussl tOt que sa transposee tu est t~_ 
nucl'alre, et que 

t 
I t ( u) ~ Ii (u). 

I( oc. 

Reclproquement, dire que, tu est t~-nu014aire, sign1tie que 1& 

forme bilineaire <ux,y' > sur E XP' est 0( -nueleaire, ou encore 

que u e.t ~-nucleaire en tant qU'application daa P- . Cela en
traine que u est 0(. -nueleaire, (on t!l.llt qu'application ~ P) 

et qu'en fait l'in4galit4 donnea plue haut est Une egalite, pourvu 

qu'on supposo E' ou pR accessible (ou qu'il existe une projec
tion de nor.e 1 de ,. sur p). Cela resulte de l'enonce un peu 

plue ~neral: Soitu £LO<,(P' ,E), continue pour a-(p' ,F) et 
~(E,E'), &lors u provient d'un element de norme N~(u} du quot! 

0\. 
ent de ,. ®E par l' application canonique de cet eapace dans 

LO\.(1',I), ~ ~ X ~ p- ~ acces8ibl!. Cette dern1~re 
condltion eat peut-ttre inutile.(' 

6. COIp!Di!OP 2' ®-norte! • 
30ient 0( et , ~ deux 0-nora ... et ~~O. tel. qUA 0( ~ 

~ ~~ • 31 B et ., .ont deux .. paces d. B&zlach. on a alon lull(" 

~ Alula<, pour tout u'X~". en d'autres te 1"111. S 1 'application 1-
dentiqUf de 10' se prolO~ par cont~nu1U en une application 11 
n4aire d. n01'1l8 ~ ~ de R~!' dana B~l. 31 d'a111eurs 1 ou ,. 
est aceess1ble. on sait 1 pr10ri que cett. applicatlon e.t b1un1~ , "r 

que (car tou. le. produ1~' tenaor1els coapl4t4. B." .e plo~nt 
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v ~ 0( 

dana le 1II&lIIe eapace E0P), on pourra alon tfcr1re 11011' c'E0,. -

Appl1quant cec1 au couple ~ , , C(' qui aatiat'ai t a ~'" ~O(', et 
transpoaant, on trouve de mallie que pour toute t'orme b11in4aire u 

sur EXF, on a lIull" 4 ,-Irullf.\ ' en parUc~ier B~(1~,1) C, B~(E,l). 
Le resultat analogue a'enauit ausaitOt pour les applications de B 
dana F de type 0( resp. de type ~,en particulier L~(X,1) C-

Ol. 
C:L (E,F) . On trouT8 de III~'" "BIl(X,,) C B.(:B,1) et L~(X;P)C Lo«:&:;'), 

avec d811 intfgal1tes analoguea Io<.(u) ~ ?.~(u). 
3i ma1ntenant on a l la tois deux intfgall tea IX ~ "fl " et 

~ 6 r- 0( , on vol t que pour tout couple de deux espac-: de Banach 
X,1, on aura un isolllorph1sms vector1el-topologique "EGPl - X~"et 
des identites, roapectant lea topolog1es, B-(B,P) - BP(E,1), 

Loc'(B;1) _ L~(E;P), BOC,(E,i') - BI'(B,1), L,,(:I;1) • L(,(I;P). 
11 eat alora naturel de dire que une 0 -no rae 0< eat 2.2,

!!!.D.U. par une autre ~,. '11 existe un ~ ~ O' tel que 0( ~ ). ~ , 

et de dlre que ~ et" (,3 sont §guiveleptes a1 chacune est dOUlim{e 
par l'sutre. 11 n'est "d'ailleura pas ditticl1e de const~re un e~ 

pace de Banach E (r4tlexit, .4parable, mtftriquement acceaBible, 

isomorp~ a Bon dual) tel que ~ur deux ~-noraea quelconqu8s ~ et 
~ 0( 

~,l c B ~ impl1que que C( eat dOlll1n4e par {l (donc E®E ... 

_ B~E iap11que que ~ et ~ aont equ1valentea). loton., que 
le. r4aultat. e •• entiel. de ce travail (§§ , et 4) peuvent s'expr! 
.er pr4cie4.ent par de. iD4gali t4. du type 0(" ~ (! .ntre 0 -
nora •• particuli~re •• 

ael.UOM JA1tt ® -AOrM.rl.ll" .tl. cOIlpl!X". ·Dana la 
th4or18 de. ~-norae. d4velopple dana c. travail, il taut bi.n 
tair. att.ntion que le corps d.a acalaire. R ou C .st fix' UD8 

toi. pour tout ••• 11 taut dODO dl.tlngger entre l'enae.ble ~ de. 
~-nora •• r4.l1e.- et "l'enee.ble ~o de. ·~-DOr.e. COlllplex •• ~ 
Le. relatione entre 1 .. deux n .... blent paa a1 a1aplea .qu'on POUJ: 
ra1t .'7 attendre. Ainai on reaarquera que la norae 1nt4cral. c1'u
na application 11n4aire d'un .apac. 4. BaDaoh ooapl.~. I daDa un 
autre , e.t »lua petlte (et parlo1. atrlot ... nt plus petlt.)dana 
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, la -th~or1e complexe- que d&.nB la wth60r16 reelle- (quand OIl rega,! 

de u comme una applicat10n l1n6a1re reelle entre les espaces de 

Banach reels Eo,:io soua-Ja,?ents l!. E,l). ' (11 sU!!1t lI. titre d'e

xemple de prendN :;"app11cation identique du corps des complexes C 

sur lui-mGme). De pos1ti!, nous dirons a1mp1ement cec! (qui ~et 
tout A rait satisra1sant quand on s'int'resse a l'aspect vector1el 
topologique plQ.tOt que mtStrique de la thtSor1e). Soit Tr (l.'\!sp.Tc ) 

l'ensemble des cia.sses de 0 -normee 1'6e11os (resp. complex'3u) mo
dulo l'~quivalence d'!1n1e dana ce HR. Alors il y a un~ co~rd6pon

dance b1un1voque eanonique entre Tr et To derinie a~nai. Sup
posons que 0(. Eo T et ~ C. T se correspondent. Alors une app1i r \V c 
cation 11neaire u d'un espace de Banach complexe E dans un au-

tre F eat de t1pe ~,si et seulement si elle eat de type 0( (en 

tant qU' .application lineaire reelle entre lea eapaces de Banach r!. 
elsaoua-Jacenta) J et une applicat10n l1ntSaire U d 'un espace de 
Banach D!l 'X daIUI un autre P est de type 0( si et seulement 
a1 .l'app11cation l1neaire complexa du compl.~1!1e EC de E dans 
le compiexi:U4f pC de , qu1 prolonge u, eat de type ~.- B1en 

entendu, catt. identification entre Tr at Tc eat compatible a
vee les relations d'ordre, et avec les op6rat1ons uauelles sur 

t v 
classes de ~ -normea, telles 0( ~ 0<. , 0(', 0( <,a1,DBi d • ai1-
leurs qu' avec les. op6rations moins triv1ales etudi4fes. au §2). 

,§. 2 - lIM 0 -HQRHES LInS ill ESPACES .Q. , n £.. 

'1. CompHmants ~ ' ".!! V. 
p4term1nat1on d~a formea b111n'a1rea et a~~~1cat1ona l!et

!ll.!:!.!. indgralu. Soient :s et . P deux eapaces .de Banach. Par d,t 
tinit1on, lea .tormea b1lineairea integralea, de norme int'grale ~l, 

" sur . EX F, tOl'lle~t la boule un1 d du dual de E ~F. 11 dsul te a-

lora du theo"me de. blpolairesque ce sont auasi les tormes qui 
.ont L1a1tea, 'pour la convergence simpl., de combina1soDB 11n6a1-
r.a convexe. de tora •• -decompoatS.s- x'(3)y', avec x'E:.X' et 
y'4i:P' d. norma ,1. Par ra1110n d. compac1te, 11 s'ensu1t que ce 
aont aualli le • . torme. qUi peuTent s'ecrire aoua torm. d'une int'

sral. raible 
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OU JL est une mesUr8 positive de norme 1 sur un eapace compact K 

(on peut prendre pour K le produit des boules unitds de E' et P' , 
munies des topologies faibles), t ~ x'(t) · une application sca-

lairement mesurable de K dana la boule uni ti de E', t ~ y' ( t) 

une application analogue de K dans P'. La formule intigrale d

crite plus haut aignitie simplement qu'on a 

u(x,y)- I (x,x'(t» (1,..,'(t» dr(t) 

pour tout x£:8, ..,£F. On en conclut entin taol1em!nt la rdductlon 

sulvante l un type canonique bien concret de toraes bil1ndairea: 

tb'or~me 1.. ~ u DA!. ~ bilin'aire ~ EX P. ~ 

~ II ull ... " 1, II m1 !! 11 sutt1t que !.!.!m puisse trouver ,!!!! ~
pace compact K !!!!!!! ~ mesUr8 positive r- it!!2!!!!! 1, . .21 ~ 
applications l1neaires ~!!2.!e! 41 ' C( (resp. \') ~ :8 (resp. F) 

eo . 
~ L (f)' te11es que l'on a1t 

u(x,y) -(I(.X, ~y> (xE.E, y~F). 

(Bien entendu; on pose <:r,g) - J1:g dr- pour t,g £ Loo(r-). 

En lnterpntant en teraes .d'applicatlons I1nialrea, ·il T1.!nt: 

Corollaire 1. Pour gu'une application lineeire u ~ :8 

~ F !2ll ~ .!!2!!!!.indgrale ~ 1, .ll. ~ II .ll. sutti't qu' el18' 

!!. t!ctor1se !!! 

~ ex !l 0' ~ ~ n2D!!. ,,1, et (3 l' application 1Mntigu. 
00 1 · · 

~ eapace L (t") .~ L (t-L), ~ .!!!!! mesure positive po 1! 
~ 1 convenable~ '!!!!"p!ce oompact K. 

S1gnalons un · ~aa 1ntireasant: 

Corolla1re .l. ~ l"" .!!!!! mellure pOIl1t1ve !.!!!: ~ eapace 
localeeent compact M, u ~ appl1cation lindaire continue ~ 
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1 
espace !!!!. ~ E ~ L (tL). Pour que u .!!.2.!.! indgrale, 11 

~ !.! .ll ~ gue l'image par u 2.! la ~ un1 t4l de E!2.ll 
lattic1ellement borntSe, !.! Blore 2!! .!! 

lull,,:: IIUSuIIP I ux I II" 
x .!;l 

(o~ pour f E:L 1 , I f I ddsigne la l classe de la) fonction 

t~ It(t)I). 
(Voir (5] , Chap.l, III 9 pour des vartantea). 

Propri4lt4a .p4ciales e88eptielle. ·~ applicat10na 1nttSgrac 

les. Elles ~ont rtSsumtSe. dana le 

Th40dme £. Soiept E,i', G tro1a eapacea ~ :Banach, u l!D!. 
applicatlon 11ntSalre de B ~ " v ~ applicatlon lin4aire 
~ , "dana G. ru" u !.!! inUgrale!! v talblellleDt cOIllPacte 

(resp. u faiblement compacte!.l v Ihtigrale)!!2!:!!. vu !!!~

cltSalre (~l, Bi 5, d4lflnltlon 4) !! 2n ~ 

Corollaire. §.! E SU! i' est "flexl!, .!!:!2!:!!. l!!. appl1ca

!.!sm!. int4grales, SU! nuc14aires, ~ E J!.!!!!. P .!!.2.!lll!! m'mes ,,!

!!£ Identlt4 !E1£! B2!!! Int4grale !1 B2!!! nuc14alre. 

p4termlnatlon ~ certains prodults tensorlels ·topologlgue& 

Voici les deux cae le. plus important. o~unproduit tenag," 

riel topologlque peut .'interpr4ter de !a~on simple: 

tMorbe 2.!!2ll B ~ espace ~ Banach I M ~ espace 12,
calemen~ compact !!!!9! ~ m.sUr8 posItive po.!!.2.!:!. 2n ,! d,. 1-
.a.orphi •• ea·lIl4ltr~gue8 canonigues: 

Llq.l.)®B - r.;<}4); 
xi( )4) d4s1gne l' espace ilea < claases de) fonctiona intcfgra'bles 

pour J'" "valeura dana B (21, et Co(M,B) l'espace des fonctlona 
sur M continues nullea l l'ln!lnl ~ valeura dana E, muni de 1& 

nonae unifonae. 
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On ae reportera A (41 et (5) pour des cas particul1ers di

vera vt certaines applications de ce· th~oreme, (en particulier 

quand on fa1t M ~ enaea~le d1scret des ent1ers avec la maase +1 

.en chaque point, Ll et Co devenant alors .. e? et co). De nom

breuses autres d6term1nations de produits tenaor1els topologiquea, 

dans le cadre d.a eapacea localement convexes gln6raux, aont do~ 

dans ("1, Chap.2, nil 5 et (5), Chap. 2, passim. S1gnalona aeule-
1 . . 

mont encore que ! .~E s'interprate comme l'eapace dea .uitea 

.~o~blea (uncond1t10nnal1y c~nvergent) dana E, e't que a1 f.(a)Oe) 

d4a1gne l' espace dea tonc·t10na :. ~ fo18 ~ontinQment d1U4rentiablea 

aur le cube coapact 1: :' :d.~ <iD., avec aa topoiogie uauelle (qui 

est DOrcable), on a e(·)(x) 0X • e.(·)(K,E) (espace des appl1c~ 
tiona • t01a continGaent: .iUtt4rentialll,ea de K dans X). 

2. ProRr1lt •• nctot1~llee-topolOB:1guea tond8llle ntalea ' ..!!!. 
eapacea C !1 L. 

On appel1e espace <£. .Ou. du na" .£. (reap. eapace k, ou 

du type j,,) un .apac. · de B~~~.'tr1q\M.ent 1somorphe a un es~ 
ce C (M) conatuit; sUr uneapace locale •• nt · coapact conyenable 

o 1 '" - . 
(reap. l!. un eapace L (}L) .. ~ol:l8tru1t sur una meaura positive con-

venable'. 11 est c1aaaique(hkUtani) que le d~ d'un eapace 1-
00) .. 

(1.e. un eapace L "est UIl ellpace .2. •. etque 1e dual d'un eapace 

~ (i.e. l' eapace des .. aurea born'es aur un eapace localement cO!!!, 

pact M) est un eapace ,k. L'1aportance lpr1or1· de C88 eapacea 

en th40rie dea oplrat1ona 11n4a1rea tient 'l 1eura propr14t'a vect~ 

r!e11ea-topo10g1~Uea t~a .plc1ale., (et qUi 1 •• oaraotlr1aent datD 

una 1arp .eaure 4» apel'9U8 pour 1& prea1~re to1".idana un cu ~ 
." " . _. 

ticul1er iaportant par L •• aohb~ (9). 0.. 'propr14ila dlcoulent de 

t~on natve11e de 1a th4or1e ; d •• produta t.naor1.la " et 1\ 
grloe au tMoNe auiTUlt, .dobt "la prea1~re partie e.t una conal

quenc. tr1 v1al. 4., 1a prea1~re part1e du thlorilw " .t 1a 88coDde 

a'en dH.ut fac1le •• nt par 4ual.lt1 (en •• raaenant d'abord au cu 

ob X' .at de d~naion f1ni.)1 
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TMorllme ! . 22ll E ~ espace de Bananch, F !ill aoua-eepa

.£! vectoriel termi. 1. Soit L ~ eapace ID! ll.E!. 1:..!!.2.!:!. ~-
;... A 

plication canon19ue L~F ---., L~E ill!!!l isomorphisme m~tri-

gue ID! premier eepace ~ 1e second. 2 • .§Ell C ~ eepace ID! U:' 
. v . v 

.l!!. .£. ~ l' application canonigue C~E --+ C €JEIF m !ill 

homomorphisme m~tri9ue ~ premier espaee ~ ~ second. 

(Bien entendu, les applications eanoniques en question Bont 

reep. le prodult tensorlel dea applicat10ns canoniques L ~ L 

at E --+ E, et des applications canoniquea C ~ C et 

E.--+ ElF). Transtormant par transposition, 1e prem1er 'none' 1-
quivaut A: 

Corolla1re 1. ~ !2m!. l?llipia1re continue.!!.!!!: LX'!! 
prolonge ~ !!!!! .!2.!::!!!! bilin'aire !!!. !!2!!!!!. ~ ~ LX. E. 

Interp~tant en langage d'appl1cations l1nla1rss, on trou-
ve 

Corolla1re £. ~ application linlaire continue ~ P 
~ ~ sepace LtG!.!. prololl8e .!.!! Uns application l1nlaire de !!,
!!!. .!l2!!!!!!!. B ~ LOO .!.2.1U! application l1nlaire continue h 
p ~!ill eapace C ~ l.IR!. .£. !.!. proloMe !.!l ~ application 
l1n6a1re ~ ~ ~ ~ E ~ C·. 

On notera qu'on ne peut rsmplacer C· par C dana cs de~ 
nier Inoncl: tai.ant en ettet E. C·, , - C, ~l taudrait en ettet 

que l'on pulsse trouy.r un. proJeotion de no~ 1 de C· aur C. 

or ' on peut .ontrer p •• x. que.1 C eat un e.pace du t)'pe .£. J.bJr
ml!., i1 n'.at pas taot!ur d1reet dans aon b1dual. 

Par tranapo.1tion, 1e ooro11aire 2 .'Inono. au .. i ainai: 

Corolla1r! 1. 1l2U L · lli .... c. g.l.Ia ,k. ~ 'ppll-
9,ti09 l1nlaire 90pt1pH 1! L ~.!Hi 9\!otb9$ -';1 !!. nltD 
!!l ~ applicatiog ~ .!!!!. !Wllt Y. L Y!l! .... . . 

(pour ' donner un .ene L. e.t 4non04. on nprde l' appl1caU-

'on donn4e cOBDe una. applioation de L dana 1e b1dutl de ";', 1.
quel .'identi!le ~ un .apace quotient du bidutl ... 4. i). BleD 

enteDdu,.1 E elit un dual. et P \1D .oua .... paoe yeotor1el tai
bl •• ent t.r.4, on peut trouYer un rel~yem.Dt de .... norae ~ Ya-
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leurs dans E lui-mtme. Mais on voit encore comme plus haut qu'11 

n'en est plus ainsi dans le cas g~n'ral: l'espace L 'tant donn', 
pour que toute application l1n'aire continue deL dana un quoti
ent ElF se relbve en une application lin'aire continue de L dans 
E. il taut et il sutfit que L aoit isomorphs l un espace 11(1) 
construit sur un ensemble d'indices I convenable. 

Appliquant le thio~me 4, 2Q au couple (po,E') au lieu de 
(F,E), on trouve la variante suiTante du corollaire 2: 

Corollaire i. ~ application liniaire compacte ~ , 
dans C !! prolonge !n ~ application lin'airs compacte ~ E 
~ C de ~ arbitralrement voisine. 

Appliquant le thior~me 4, 28 au cas ou C eet le dual d'un 

sep8ce L du type 11., on trouTS la variants sulvante du corollaire 

3: 
Corollaire 2' Toute application liplaire compacte ~ L 

~ un quotient Ell ~ rel~ve !n ~ application lin4aire £2!
l!!£!!. ~ L ~ . E, n ruzI!!!. arbi tralre •• nt .0i81ne. ..., 

En vertu de l'1nterpr4tatlon des produit. tensoriela C0E 

donnIe dans th.3,2 R, la deuxi~ae partie du th.4 .'Inonce &ussi ain 

.i: 

Corollaire ~. ~ app119ati09 copt1nua nulle ! l'in!ini 
~ l'8space localement compactM ~ ~ quotient E/P !! rel~

.!!. !n ~ application!!!. . M ~ E n!!eo nature, n !l2!!!!! ~ 
bitrairement voiaine. 

31gnalons encore 1e tait bien connu: tout espace de Banach 
eet lsoaorphe aun aous-eepace d'un espace du type ~ (p.ex. l'e.
pace des !onctions, continua •• ur la b~ule un1 tl ds eon dual, aun1e 
d. aa 'topologie taible), et a un e.pac. quotisnt d'un e.pace du tz 
pe 1:. (p~8X. l;espace £(1) ~onstru1t.ur une 1'_l11s d'4Umente 
de 1& boule unitl ~e E dense dans cette boule). Tout.e ce. pro
pr14t4 •• onta 1& baae de l'utl11.ation intenaive d •••• pace. jLet 
~ dana 1& .uite de la th4orle, et de. proprilt4. plus protond •• 
d. 'cea m .... s.pace. que nous expo •• rons au §4. 

R'!lrgue. Toutes le. propri4t4 • .wotori.l1 •• -topolpgique • 
. qu'on visnt de voir 'pour 1 •• .•• pao •• ~ reap. lL aont UA1t •• t~-
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ment encore vraies pour tout espace tacteur direct dana un espace 

du type envis88' (~ condition de . faire abet,raction du caractflre m! 
trique des inoncis). Or on peut montrer qu~ l' eepace 6(m) (K) en

visas' ~ la tin du BII 1 eat iaomorphe ~ un facteur dir~ct d'un es

pace .£. <.11 est mAme isollorphe du point de vu~ vectoriel-topologi
que ~ unespace 1L luim&me). 11 en nswte p.ex. que le nswtat 

, de relllvement analogue au' corollaire 6 · ci~esaUB est valable pour 

lea tonctions vectoriellea m toia continQment ditfirentiablea 

sur le cube K (d'o~ auesitOt le r4sultat analogue pour dea fonc

tions ~eotorielles d4fin1es'sur un ouvert quelconque de ~). 

,. 3. ®-noI'll~s 1njectives, projective •• 

Proposition 1. !!2.!! 0( ~ ® -l!2!!!!. !!.!!! conditione .!!.!!!
vaptes ~ 0( .!!.2!!! 'qu1valeDt!.!: 

a. ~ que soient ill eaptc!! ~ Banach E,G ~ dimen
!!.!.2l! ~. !.1l.!. o01,1§-espace l' ~ E 1 l' appl1cation canon1Que 

0( , OC 
1'C2IG ~ E0a 

!!1 ~ isomorphisme m4trigue ~. 

b. ~ que soient E,p,a S.2!!!!!. ci-dessUB, l'appl1catiOn 

canon1que 
0(' 0(1 

E0G ~ E/p0a 

!!! ~ homomorphism. mitrique,pur. 

c. 12.l:!!!. 0( '-!2I!!! ~ ., X G se ProloPlt! !.n i!B!. 0( • :-:for
.!!!!!!.B£ .I XG alant!!!!!. OCI-nope. 

d. ~!2!U!." 0( -.!2!:!!!..!!B£ .I X G qui IS' amiule!!!£ l' X G • 

la ~.!!B£ E/P X G gui ~ d4dui t .l!!!: P!S8!8! .!!!! gUGUent .!. mi
l!! 0( -!!2!:!!.!. ' 

~' plUB, .!1 .£!!. conditione .!2.!ll v4rif14es. elba l!. aQnt 

encore .!1 !!!. espaces E.1'.G .9!..!!.2!!! plUB suppods ~ d1m~inaion 

.t!n!!.. 

Nt'1n1tion 1. Q!! ill que 0( !!! injective ~ gauohe (resp. 

A'droite) .!1!!! conditions 4quivalentes prtfc4dentes ~ vtfrifi4s 

pour 0( (reep. ~ 1. ®-l!2!!!! transpode to() •. .Qn dit gue 0< 

ill injective.!!1 ~ m! l! !2.!! injective! gauche!! ! droite. 
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!Et!n ~ !!! ~ projective l gauche (~BP. projective ~ droite, 

reap. projeotlve) & '.!.!. ~ 0<' !!! injective ! gauche (resp. 
injectlve ! drolte, resp. injegtive). 

Interp~tant la condltion d. en termes d'a~plicatlons 11nf 
. aires, ~n voit que()(. .. est injective A gauche, si pour toute O<-:-a,l! 

pllcation d'un espace E dans un espace' G, qUi s'annule sur un 

sous-eapace!erm4 ' F, l'applicatlon de E/p dans G obtenue par 

pusage au quotient est encore de type 0( at a mallie 0< -norme. (n 

reTlent au .ame de' dire que la ~-norme de u ne d4pend que de 

l'!me.t;e par·u da la boule unit4 de E). Et que 0{ est lnjective 

A droite sl pour toute application 11n4aire u d'un espace G dans 

un sous-8space !erm4 P d'un espace E, telle que l'appllcation U 
de G dans E qu' elle d4!init sol t de type 0(, u el3t elle-meme 
de type 0( 'et a mame 0( -norme que U. Soua "serve que certalns 

des espaces qui lnierviennent dans cas 4nonc4s soient accessibles, 

on peut d'ailleurs y remplacer "applications de type 0(" par "ap

plications 0( -nuol8alres". 

" De mellie, 0( est projectlve A gauche, si toute applicatlon 
d'un sous-espace F d'un espace E dans un ~space G, peut se 
prolonger en une O('_ppllcation de mOme 0( -norme de E dans G" 
(donc meme dans G s'il existe une projection de norme 1 de G" 
sur G): Et 0<. est projective A droite si toute 0< -application 

d 'un espace G dans un quotient Elp peut se relever en une 0( -ap

pllcation de meme O(-norme de G dans E". Lee 4nonc4s analogues . -
avec "applicationS 0( -nuc14aires" au lieu de "0( -ap'plications" 

sont ~ncore valables, A cela p~s qu'au lieu de l'4galit4 des nor
mes 0( -nuc.l8aires, on 'peut seulement exiger que la norme JiO( du 

prolongement ou 'du rel~vement cherch& solt arbitrairement voisine 
de la norme N~ de l'application donn4e (en revanche, inutile de 
'passer aux biduals). 

Entin, si 0( est injective (resp. projectlve) alors le 

produit tensorlel de deux isomorphismes m4trlques dans (resp.de 

deux homomorphlsmes m4triques sur) est une application du mAme ty

pe pour les produi ts tensoriels comp14t4s .relat1!s a 0< • 
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B.ien entendu d~aprbs ce qui precMo, V n'e·st projective nl 

11. gauche ni 11. droite, donc . " n' est injective ni 11. gauche oi a dr,2. 

i te ~ ]fu revanche: 

Th40rtlme 2' V ill injective, ~ " lli projective • 

.. L'assertion relative 11. Vest en eUet triv1al.~ - On 

trouv.donc d'int4ressantee propri~tes de prolongement · et relbve

ment pour les formes ou applications inderales (ou ·nucltiaires.) ,que 

le lecteur pourra explic~ter. Notons d'ailleurs qu'il n'existe ma

Iheureueement pas de ® -norme A la :1'ois injective et projective. 

Remarg,ue. Soient E,G deux· 8spaces de Banach, F un sous

espace vectoriel ferm' de E, 0( une ® -norme. En glSntiral t l' ap-
, ' ~ ~ 

Plication canonique F®G ~ EapG n' est pas un isomorphisme vec 
~ 0(, -

toriel topologique, l'application BeG ~ E/F®G n'est pas un 

homomorphisme sur, une 0<. -forme sur EX G nulle sur F X G peut 

donner par ~assage au quotient une forme sur ' E/F X G qui n' est 

plus de type 0(, entlo une oc. -forme sur F,)( G peut ne pas adme1 
tre de prolongement en" uno 0(, -forme sur EXG. (Cee deux derniers 

tinoncds peuvent aussi s'loterpr4ter entermes d'applications linti

aires). On vient d'envisager des hypothbses ~ ~ pour que cer

tains do ces enonces deviennent positifs, qu~ls que soi,nt E,F,G. 

Au NR pr~c~d.nt on avait envisagti do~ 'conditions sur G (3tre du 

. type .Q. reap. 1J pour quo certains de ces enonctis deviennent posi 

, tifs qual que soit 10 coupie (FCE), 0( 4tant suivant los cas V 

ou "J on peut d'a1:11eurs voir que cos conditions sont dans uno 
larg~ lIIes~e n'cessai~es. :Kn1'in, ' on peut aussi donner des condi

tions sur le couple (PCB) pour que ~ ces 'no~?es (0( et G 
arbitra1res) devi.nneet pos1tifs: 11 suff1t quo P sc>1t facteur 

direct dans E, oU Bussi (ce qui, est m01ns fort) que P- , soit 

factours direct dans E- (5~. Ici oncore, d'ailleurs, la condition 

dnoncee oet Bussi n'cessairo. On peut cODatruire un ' espace ,G s~, 

ple (le m&lIIo quo celui envisag~ dans 10 §l, lU6), tel que, si le 

couple d'un espace do Banach E et d'un sous-espace F s'at1sfait 

l l'Une des propri4U.: FaG -+ 'Ec§a est un ~solllorph1smo vecto-
, . , ..., .., 

riel topologiquo, E~F -+ B/F~G est un homomorph1sme vectori-

el-topolog~que, ' ou l'uno des deux variantes de ces propr1~tes, -

al.pra 7" ost fa.cteur direct dana X-. 
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4. loreation A! nouvelle, ~-norm!~. 

· 11 est imm'diat que la borne suplrie~e d'une tamille quel 

conqu. d. ~-normes injectivea ~ gauche (resp. A droite) est enc2 

r. injective A gauche (reap. A droite). En part'iciulier, ai 0( e8t 

un. 0-norme ·quelconqua, 11 existe un. plus gJ;'8Dde 0-norme inj,! 

cUve A gauch. (reap. A droite) IlaJoree par 0(. De mame, par dua

lit4, 11 exist • . un. plUs · petit. ~-norme proJ.ctive ~ gauche (re.! 

pectivement, A droit.) ainore. par ~. 

D4tin1 tion ~. lI!.!!. ®-nol'!!'s pric'dentes .!!.2.!ll not6es ~ 
cUvement /0(, ~\ , \CI<. ,0(/ .(lire: pre- ex. gauche, pr6- 0( droit, 

pro- ex. gauche, pro- 0( droit) • 

Le trait alUrateur de 0{ .st inclin6 vers 18 bas (en pa£ 

tant de 0<.) 8 '11 indiqua un. 0-nol'1lle plus petite que 0( (inJect.!, 

ve A gauche ou A droite .udvant que le trait est plac6 A gauche ou 

A droite), et au contraire incline vera le haut s'il indique une 

®-norme plus grande que 0(. Les noms donn's se Justitient d'eux

.'mea par ce qui va .uivre (·pro- sign1ti. ·prolongement·). L'up. 

quelconqu. de8 4 oplrationa sur ® -norm.s qu' on vi.nt d'introdui

r. auttit d'aill.ur~ A d6terminer (au moyen des oplrationa 

oc. ~ 1;0( et 0( ~ 0(') tout •• lea autres, au moy.n des tor-

mule8 auivante& (triviales A partir des d4tinitions, et dea propr.!, 

4t4& de (X ~ 1;0(,1; 0( ~ 0(' en relation avec 1& 8tructure 

d 'ordre): 

t(/oO. (ton\, t(ac\). /(to{). t(\CX) _ (to(')/. 

, t(O(I) .'\(t()(.), (/0<.)' _ \(0('), «()(.\)'-= (0(')/, 

(\O()". /(0('), (0(1)' - (0(')\. 

On drUb (grf.c. lL c. qui va Buivre) que (/O()' - /(0(\) - plus 
grande ®-noriD. injective maJor'.,par 0<, on la note Bimplement 

par /iX\ et on la nOIllll. pre-I){. De mame (\C()/ .. \(0(1) = plus 

petit. ®-norme p~Jective ainor'e par IX, on la note simplement 

par \0< /, .t on 1& nomm. pro- 0(, ~ 
Pour que « 80it injective A gauche (resp •••• ) il taut 

et 11 su:rtit que 0( - /0( (resp •• ~.) • . 
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tb~orbme ,2. ~ E lm ~ .u~, C lm !SRIC' ~ 

!ll:!!. £., L lY! espace ~ In!. L 0{ YD!. 0-J12.Dl!.~ Q.n ~ l!!.!!. 1!g,

morph1smes m~Hr19ues: 
/0( 0( \1( 0( 

C ® E - C esE, L01-L01. 

On en conclut auositOt les formules analogues 
DC\ 0( /0(\ 0( 

E0c = E~C, C1 (8) C2 - C1 ~ C2 ' 
0(/ 0( \te/ '" 

E®L - E0L, L1 0 L2 - L1 ® L2 ' 

(ou 1es C 1 sont du type 9.., les L1 du type .lJ. En paasant aux 

espaces duals des produits tensoriels envisag6a, on obtient les ~

nonc6s ~qu1valents: 

Corollaire 1. Pour ~ !2!!! b11inea1re u ~ C)<E, ~ 

,! lull .. lIull • 
\oat '0( 

De m3me, pour una forme u aur C1X C2 ' on a II ull -
V'(I 

= lIuli 0(. En te~es d' appl ications l1n~a1res: SoH u une applica-

tion l1n~a1re c~ E (resp. ,:8 ' --.,. L, reap. C ~ L) alors 

II ull\O( - 1Iu110( (resp. iullo(l - II uUO( , reap. lI u ll\e('" II ull oc ). 

Corollaire g. ~ ~ .!2.!:!!! bllin6aire u !!.!!!: LXE, 2!! 

,! lI u ll,O(" lI u llO(. 

De m3me, pour une forme u sur Ll X L2 , on a U u lI,ec\' • 
.. UullO( • En'tarmes d'applications lin6airea: Soit u une applic,! 

tion l1n~aire L ~ E (resp. E ~ C, resp. L ~ ,C) alora on 

a lIull/O(" lullet. (resp. lIull~\ ~ lIullO(, resp. luIl/O(.,- , lIuIlO( j~ 
Serappelant que tout eapace de Banach E est isomorphe a 

un sous-espace d'un espace C, ou 11. un eapace quotient d,'un espact' 

L ()f~ 3), et util1aant le fait que' /1)1(, est inJectiv~.1I. gauche, 

\« projective 11. gauche, 1e th~o~m. 6 permet le calcul 'explicite 

des produits tensoriels E®F poUr deux .spaces de ,Banach quelcon 

ques, pour l'une quelque des ®-normes /0(,0(, ,/0(, ;\ oC ' ,0(/, 
\0<. /, au moyen de produi ts tenaoriels au sens de 0( 

Corollaire 1. E i1!!!1 plonge dans l' espace C ~ lD2!. ~ 
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0( 

l!~ lu l /O( da.n.a E0F ill e,11 e lnduite ~ of®E , done 

E ® F e' 1denti!1e! l'adh~renee de E®F da.n.a C0F. 
t(\ - It(\ 

On ealeulo de t~on analogue E 0 F ot E ® F. 

COro1l;1re 1. E 'tant 1dent1tle ! .~ quot1ent ~ l 'espace 

L du.!l.E.!. .M.. III DOl"llle lul,O( 2.!!J:!!. EeF · e'1dept1!1e ! la !!Q.!:

!2!. lui 0( ~ L01 .£!Y: l! pOl au 2.!. 1 'homomorphism" LeF -.. E0F, 
0( 

hrel ~ prolonK!' done .!!l ~ hOlllolnorph1sme metr1que £!. L®F ~ 

E F. .q 'fl.1 
On c&1eule de t~on analogue E 0 F et E ® F. 

Cea 'nonees pormettent alora de determ1ner les duals des 
It( 

produit8 tenaor1ela E 01 etc., i.e. lea tOl"lllea bll1neairea de 

trPfl \~ etc. (oil ~ - C>{ '). On trouvc auas1tOt 1es deux theor! 

lIIea 8uivant8. 

TIl'on_ 1. ~~ E,l deux eBpaees de Banach, 'Po ~ 

b9!l0!l\OfPht EI.IH JIItftriguG d 'un Gepace Lo du 1l.2!. 1.. ~ E, 0( El!!. 

® -ll.2llI!. • .f!uy: .12tl!. !£I!!.! \?1Une a1 TO u ~ E X 1, 1 e s ££,!,d i ti

~ 8uivag&ea !£B1 4gyivalentea: 

Il. u .!!! de!.l.2!. /0I.. • .tl Uu 11,0( .~ 1. 

b. ~ torae u 0 (u> 0V !ll!!: L X E de!1ni9 pur U eet 
. \0 0 

2.!. ~ 0(. !1.l ~ ()( -.!!2.!]!!. ,,1 . 
o. 2!! ~ tT9t,!ver ~. h91D0lJlorphhme IDchr1que <f ~ !E.-

1!:!£! 9.1 ~ ~ ~ l!: . ~ 1!ll.!. ~ 9.Y!. 1a.!2!:!!!. U 0 (~(g,l) 

~ Xl X P d4 nil!! B£ U !.2ll.!!!. ~ 0I...!1.9.!. 0( -D.2I!!!. ~ 1. 

d. ~ toute applicatlQn 11nea1re cont1nue ~ · d'un ~

£!. L (~1t.2!. lJ ~ E, ~ !.2!!!!. cOJIIPoe~e v .. U 0 (~ O2) .!.!!l 
~!U! 0(.,!1 ~ Ol -~ ~ 1. 

En langage d'app11catlona I1nealro8: L'app1icatlon I1neal

re u de E dana ., est de /IX -norllle "1 (reap. de O(\. -nonle 

~l) 81 on peut trouver Un homomorph1ame metrique ~ d'un eepace 

~ aur E tel que u If 801 t de 0( -norme '1 (reep. 01 on peut 

t rouver un 1eOllorphi8llle IDtftrlque tp de F dana un 8spaee 11 tel 

que If"U .olt de 0( -nonae 41). Dana eet dnonee, on peut auppo

. er Xl du type ~'l du trpe ~ Caracterisat10n eorreapondan

te pour 1 .. /01., -applioations. 

Une lnterpretation plus ~niabl. de ceo applications est 
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donne par 18 

Corollaire 1. Soit u ~ application 11neaire contlnu9 

i2. E ~ F. Pour Que lIu ll/0(.41 (reap. luIlO(,~l) II lli1 
!l 11 autt1t que ~ ~ application lineaire continue v ~ 

eepace L ~ lU>:! 1. dana E (reap. ~ p ~ El eap!ce C du · 

.!:l..E! V uv (re a p • vu) .!!.2!!!!!. ll..E!!. 0( !l.1!. 0( -~ "II v II . 

Corollalre .l. I2& gue lIuU/O(\ '" 1, 11 tn\!i; !l.ll sutUt 
que pour ~ application lineaire continue v d'un espacs L ~ 

~ -'" ~ E,!l toute application l1nea1re continue w 2.!. p 

~ ~ ~apace C du l.U!:!. ~ wuv .!!.2ll £!!.!l.l2! 0( , !1!!!. 0(

~ ~llvllllvll. 

Iheor~me ~. SQient E,F ~ eap6cea ~ Banach, Qa ~

e~ E immerge ~ ~ eepace Co ~ l.U!:!. ~ par:.m 1somorphism, 

metrlque !fo'!2.!.! 0< ~ 0 -~. ~ ~ torme b1l1n4aire 

u !D!.!: E XF, lea conditione suivantes sont eg\l1valent!e: 

a. u 2.!U ~ ~ \0(. ,!1 lIu 11\0( it 1-

b. u !!.! prolOng! !!! ~ 0( -!2i:!!! v .!lU: . CoX,, !!!. 0(

~ ,1. 
c. Quel que eoit l'!somorphialll. m4tr1gU!!!!. tt> u .B ~ 

~ eepace El , u !!!! prolonae !.l1 ~ 0( -!2DI! T !l!l Xl X" i!1 
O(-~ ~l. 

d. 2!l ~ !actori,er u !l1 u - TO(~ ~l.), ~ <p llill
!!!. applicatioQ 11n4a1re de ~ ,1 conv'Qlbl!,!II!.! Jaa ,.PIOt 

C !!!! ~ .s conveMble,!! T ~.!2!:!!.!l!r C)( 1 II O(-JW;

!!!!!. 41. 

lnterprtftona uoe partie de cet 'nonc4 en langage d'app~icA 

tions llneairss: L;application 11n'a1re u d. X dane Feat d. 

\CX-norme .!;l (reep. de o(/-norae ~l) a1 que! que aoit l'a-e,t 

sion metrique de I dans un e.pace II' on peut prolonser u en 

un. application de Xl dans P" d. 0( -norme 41 (reap. e1 qu.l. 

Ie que 80it la ra~on de rtfa11ser r comme un quotient -'triqu. d' 

un esp&ce PI' u peut •• releT.r en un. app11oation liniairo de ~ 

dane P'i d. 0< -norme 41). En tin, lIull,.,' 1 .1.ru,t1e que 
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quel que soit l'.im;nersion m~trique do E dans un El et la reall 

astion de F comme un quotient metrique d "un ospace Pl , u provl 

ent d'une application lineaire v de E1 dans Pi, de «-norme 

41. A cause de ces proprietes, on pourra dire aussi que les ap

plications de type \0(. (resp. de type 0<1, resp. de type \ex. / ) 
sont los applications qui ont 1a propri6te ~ ~ -prolongement 

(resp. de ~ -relbvement , resp. de ~-prolongement-re1bvement). 

Une interpretation plus manio.ble dea applications precedentes au 

moyen de factorisations typigues est donnee dans l e 

Corollaire 1. §21! u ~ application lineaire continue 

~ . E dans F. ~ que Uu ll \" ~ 1 (resp. \lull", " 1) II taut e t 
11. surn t gue u ~ tactorise ~ 

E ..!... C....!... "I- (reap, 

Corollaire ,g,. pour que lIu ll,,,,.!: 1, II taut !!. 11 suffit 

gue u ~ !actorise !n 

E ~ . C...!.. L Y ~ p-

avec II If II ~ 1, IItil ~ 1, IIvll" ~ 1. 

On notera d' ail1eurs que pour que u 80i t de type ,,0< / ,11 

B! outfit pas qu'elle 8atla!assea1multanement a~ deux conditions 

du corollaire 1. Par exemple t !aisant 0(. - V , uno applicatlon 11 

ne.aire continue quelconque de L dans · C ae:,t~lI!ai t aux deux con-

. di tlOnB du corollaire 2, maio nous verrons qu' el18. n I eat de type 

\\11 que si elle est i~tegrale, ce qui n'est pas le cas en general. 

P.our finil" cea generalit6s, signalonB 10. consequence imme

d1ate 8u1vante dos cr1t~res qui prec~dent (p.ex. aoua torme des 

corollaire~ 3 et 4 "du theorl!;':e 6'5: So1ent CI(. et ~ deux 0 -nor

mOl! telles que ~It ~f> (ou ~ eat un scalaire donne), aloro on a 

aussi 101.. 6 ~ ~~, 0(.\" ~~\ , \0( ~ ).\ ~ , 0(1 ~ ), C?I (dono 

aUBsl 10(.\ , . "/~\ et \~ I ~ ~ \~f). 

5. Complements sur lA, 1\\ , IA\, \V , V/ ,\V/. 
Appliquant les operat1onsprecedentes 0( ~ II< etc aux 
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0-normea V et 1\ •. 1l8.1a en tenaIlt compte du theorbme 5. on tro~ 
ve exactement les 6 nouvelles ~-norme. lndlqueos dans l e tltre 

du present N~. On poaera pour abreger 

(1) \V -.Q.. VI -.M. (do~c 
t . 
.9.. - }.. 

En vertu du th'orbme e corollaire 1. les applications linf 

airea de Edana 1 hllea que Ilull..Q..' 1 aont exactement cel
lea qui ae tactorlsent en 

E ~ C4 F-

avec ~'fll ~ 1. IIT1I41. l'eapace C du milieu chant du type~; ou 
encor e celles qu1 ont la propriete auivante: quel que soit le sur

es pace norme complet Xl de E. u ae prolonge en une applica tion 

lineaire de norme ,, 1 de El das r . On di t aU8si que l es app11 
cations de type .Q. o.nt 1& proprlete de prol ongement (comparer a 

vec la termlnologi e lntroduite aprl!s th'orb.e 8; icl 0( - V ) . On 

1&18se au lecteur 1& caracterisation des ~pplications l ineaires 

telles que II ull ~ " 1; on dB aw",l que les applications de t ype L 

ont 1a propr1et e de re1h6eenj. Entin. les applicat i ons de type ..:vI 
sont cel l es qui ont l a pr9prlet' ~ RroioAg!ment-re lllvement (co 

qui eat plua tort que la conjonction des deux proprletea de ' prolo~ 

ge •• nt et de relllvement, ct. IR 4. avant-dern1er alin'a). 

Lea 0 -normea dual .. de .Q. et .M. 80nt reapectivament 

( 2) ~' • 11\ et iL' - 1\\ (done t.Q.' -.lI.', tiL' _ ~ ) • 

La duale de WI est /1\\. Contormelllent ~ 18 terminolog1e ~n'rale, 

les ~'-appl1cationa (resp. les ~'-appl1cat10na, reap. le!. /1\\ -&R 

p11cationa) eont appelees appllc!tlona preintegrales gauchoe(resp. 

applications pr81ntegrales droites, reap. applications pr!integra

.le8), les normee correepondantea sont appeleee norme, pri1nt#gra

l!! K!Y£h! (resp •••• ). En Tertu du theorllm. 7, una app1icat1on 11 

n'&1re u de E dana 1 a une norm. pNinUgral.e gauche Uull ~ ~ 
'1 81.t .eul ••• nt.1 K eat un quotle~ "trlque d'un •• pace 
El (qu"on peuv::&lOrll .uppoaer du type .IJ tel que l'appl1cation de 

Xl dana 1 d'fin1. pe:l'u so1 t d.· norme lntegra.le ,,1. inonc'. 
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analogues pour les applications pr4int4grel •• droit.a, et pour l.s 

applications pr4int~grales~ 

Propo8ition ~. ~ u un, application lin6aire ~ ~ 

pr6indgrale gauche (resp. droite) ~ 1, ~ 8space ~ Banach -~ 
dans ~!!!!!:! P.!!2!:! u R!J!!!!. factoriser .!!l 

B ~ L2(P.)"'!"" Ll( t'"> v ,. 

( reap • .!!l R ~ £"( t-> .~ L2q.q ...!... , ) 
.~ 1"- ' m ~ mnure pos1tive ~ !!2!:!!!.1 sur ~ espace coml)act X 

convenable, v....!1 .v · ~ ~ applications l1n6a1res de ~ -41, 

entin i !!! l'app11cation·d'injection. 

(11 su!tit par .x.mpled. prouver le deuxiltme 6none' -dont 

1. premier rclsultera ~ transpoa1tion - ; 11 se d6mont~e en util! 

sant la caract'risation de8 applications preint6grales dro1tes au 

moyen des applications int6gr8les , la caracdrisation dC! c ,;; " J ern! 

~re8 donn'e dans le BlIl, th'onme 1, coro1.1aire 1, et en utiliaant 

entin le fait q~ pour tout sou.-espace vectorie1 term' de 1'.apa

ce de Hilbert L2( po>, il .xiste une proj.ction de norme 1 de ce 

derxUer sur le soua-espae.; voir aussi (4), §4, Jill 6. 

Corolla1re. L'appl~~ation compos'. ~ ~applicat10na 
pr41nt6grales gauches (resp. ~ deux applications PNindgralu 

droitee) u !!., v, ut nuc16aire, .!! 5m .!!. ' 

Prouvona par .xempl. la d.uxillme ass.rtion. 'oil pout supP2. 

ser 'vid .... nt I u 1M: - U vil1!, ,- 1. lI'actorisons .,. cOlIIIDe indiqu' 
dans 1a prQposition, TU s'6crit· alors C0lllll18 1e compod de 1a 04-
quenc. 

Ma1s 1. oo~pos' d.s deux premi~r.s applications est de norme in

t6grale '1 (en v~rtu de th60r~me 6, eoro11aire 2, Loo 6tant du 

type ,g), done le compos6 avec ·Loo ~ L 2 est de norme nucl'aire 

'1 pu1squa L2 .st retl.xit (HlI 1, th'or~me 2, corollair.),d'o~ 
aussitOt 1a conc1uaion. 
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6. Tableau !!!.!. ~-norm;s naturelles. 

On pose 

(1) t .. /~, l-.&.\ (done t t1. .. :[). "(".~, - -
Les ® -normes dualss sont done 

(2) :e'. C' _ , ,. 
~-.!:: (done t I ')..' '6 - _, t ')..' • r'le 

Cola donne 4 nouvelles ~-normea. La carac~eri&ation des· applica
tions de typs Je' ou ~ par factorisasions typiques est incluss 
dans 1e theor~me 8, corollaire 1, et oftre peu d'intertt. Pour les 

a?p11cat10ns de type 1(' et . ~ , le theor~ms 7 8e 8p6c1al18e ta
cilement en la 

Propos1t10n 1. Pour gue l'app11cat10n 11neaire u ~ E ~ 

F !!E.ll!!!. :r -E2!!!!. ",1 (re8 p.!!!. ~ -~ ~ 1), .ll !ill !! .ll 
suffit gU'e1le ~ factorise !n 

T W 
E --. 0' --+ 1- (resp. sn E..:!+ 'A -4 1) 

OU '0 .!,!!.! ~ oapace quot1ent nonae ~ sspacs ~!.t.P! .£., r. ~ 
8Ous-espace ~ !!sl !!pac. ~.ttl!!. ~,!!l!!!! T !1 W 80nt 
~ application8 l1neaire8 ~ noree . ~l. 

hn ma.o to.ps, cetenonce &88igne une plac. reaarquable, 

par leurs prOpr1ete. T.ctor1elle8-toPQlogique., aux 

ent8 " d' espac •• du tlpe ,g. et lee 8oua-e8pacee 
du tn- 1.. . .. 

e.paces quot1-

" d'.spac •• 

Cons1deronAI 1. plue ~tu .nAlemble <P de IS -noraee qui 

contient la 0 -nora. tOnd"'Dt~. V, et .8t. 8table par lee ope
ratiOnAl Ot. --+ 0(.1, to(', /0( • . q? 8era aua8i 8table 80ua le8 oll! 
rations oc. -""> «\ , \0(, at/ • . 

Nt'1ni tion 1': 2.n !Rl?!ll' (gl-nora.pat\ll'!lle · ~ ® -porme 

19q1T!lent, (T01r §l, 1116) ! lml 0-1l2Il!!.!!. l'enAlemblo <P mtt
dent (I"wend" par V .!ll Il2.I!ll W. op#rationa 0( -.-.. 0(1, t DC ,/0<. ). 

On notera qu'il exist. d •• ® -D01'1ll •• ~OD denu4 •• d'inti
rat qu1 n. 80nt pas -naturell.s- (11 en .xiste m&a. une infinite 

continue non 4qu1Tal.ntes deux l d.ux). - lous Terrona qu'en outre 
des 12 classes de ~-nOl'1De8 d4jA rencontr4 •• , 8abo1r 1 •• cl&88 •• 
des . ®-noraee 



" ,I\,.£,.k.~' J ;,,: • \VI , /1\\, IQ', 2., rr', ~', 
il n'en existe plus que .deux autres, saboir les classes des ~-no! 

mes \11 et lil, o~ jL est la ~-~ hllbertienne qui sera de
tinie au §3, Nil (et dont nOUB verrons au §4 qu'elle est equivalen 
te ~ la ~-norme preint~grale 11\\). Comme noUB verrone (§3, Nil) 
que 1es app11cations 11neair8s u de E dans F de norme h11be! 

t1ennellul!.ll. .b 1 80nt exactement celles qui peuvent S8 !actori

ser.en . E ~H ~ P, avec lIull.bl , IIvll~l, H etant un espa
ce de Hilbert convenab1e, le theor~me 8, coro11a1re 1, donne aus

s1tOt une caracter1sation correepondante des app11c~tions de type 
\';i "resp. ~,applications appelees proh11bertiennes eauches resp. 

prohl1bertlennes dro1tes . (On dit aussi que ce sont 1es app11catl 

ons ayant 1a propriete de prolongement hi1be~t~en, resp., de ~
vement hilbertien). Aine1, la proposition 2 montre qU'on ales inf 

gali de 
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TABLEAU ~ ~-NORMES NATURELLES. 

" 1ntegrale 
E~ LOOCL1~ P' 

~, ----r/ \...-----------.-
~ ~= L'I rel~vement T =!¥..' prolongement 

pre1ntegral gauche pre integral droit 

l-,-E_~ __ C_" ~_' _' _/A_~_P_"_ .... ~ 
. ... . 

J ,VI prolonge-

E ~ 1\\ -+ L -+ 'POI 

.,---------r!. 
1::' - 1\\ preinU-

,2.' = //\ pr61ntegra~ ment reHlvement 
'gra1e droite 1 1. eauch• E .. C -> L -> Y" 

.,....!!-I--r-e-l-~-v-em-e-n-t,.....h-~-l--T/ '" . ~ \1 prolongement 
bertien ~ hilbertien 

l.L-E_~ __ H_~ __ L_~ __ P_"--L~ /- E ~ C -+ H'-' P 

.Q. = \V prolongement 

E ~ C ~ P" 

~ = VI rel~vement 11\\ pr~hntegra-

F" 
1e (equivaut 

E-+ L-+ a Ii) 

! 
1 

1 a = 1.\ prerelhe-
ment droit 

." '/ ~." IQ. preprolonge- ! 
ment gauche 
E ~ -r -+, F" E~ ~ ~ F 

V norme usuel-
1e 

E~ 'P 

Explications. - 1. Designations II factorisations typigloles. Nous" 

avons insare les diveraea ~-normea usuelles par leur signe usu

el ou leurs signee usuela(permettant d'en reconna1tre la !orma

tion); ainsi que leur nom. Ghaque !oie que pour une de ces ~-nor-
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mea , aoi to{, on peut caracteriser leo <X. -applica tiona par une 

fuctorisation typique, par exemple dana le cas 0<. = ,-VI par la 

factorisation E --t' C ~ L ~ FlO, noua avons indique cette fac

torisation en dessous de la designation de la 0 -norme envisagee. 

Dano ces diaerammea, L, C, H deaignent respectivement des espaces 

du type .b du type ~ ou doe espaces de Hilbert, i\ un sous-osp£ 

co 1J 1r un quotient d'un espace C. Dans la factorisation typi-
/\ 

L ao-l . 
que pour ,nous avona "crit L C L pour indiquer l'a pplica ti 

'00 .... . .. - 1 - -
on d 'inclusion de £. . ( ~) .. :: dana .& ( ~), ou f- d esigne une mes~ 

ro positive de ~ 1 aur un compact convenable. Dana la facto

riaation typique E ~ c~' I" ~ FlO pour 0-' , la deuxHlme 

!Hche designe una application de type //\ remarque analoeue 

pour la factorisation tYPiqU8pOur "AI 
2. S,ymetries .L8" ;i:.0..~'n~nDes du tableau, aymetriquea par 

. J y, • • ' I,":.,:tJ .• 

rapport II l' axe vertical , ·.sont) transpoeees 1 'une de l' autre . Lea 

<3> -normea symetriquoa par . rapport au centre * du tableau sont 

duales l' une de l' autre. Cela ";se lit en effet auasi tOt aur le ta

bleau, aauf le fait quo lea deux ~-normes prohilbertiennes gau

che et droi te \.!i et .!!I sont duales l' uno de l' autre; en fait, 

on peut seulemont affirmer que chacune eat equivalente a la duale 

je l'autre, ce qui est un resultat non trivial qui sera obtenu au 

§3, Ig 5. - Des deux aym~trieB precedenteB rOeulto ' que deux ~ -

normee 0( et ~ I eymotriquoa par rapport II l' axe horizontal du 
" t tableau, oont contragrediontoB l' une de l' autre: . . to ~_ 0( - (O(')a 

- (t c>( ) I (cependant pour \!!. ot .IV, co aero. seulement vrai a u

ne equivalence p~a). En d'uutras termes, 8i on compose uno ~ -a~ 

plication at une ~-app11cation, on trouve une application integr~ 

10 (§l, Ng 4,theorbmo 5; eignalone qu'on montra que loa ~-normea 

de la famille 9? sont accessibleo - car si Un. ~-norme est a£ 

ceea1ble, il on est de meme deO!llee qu'on en deduit par lee oper~ 

tiona ex ~ /0< etc -, de aorte qu' on eet bien dana lea condl 

tions d'applicationa de co th.o~me). 

3. Implicat1onll. Une fHche 0(. ~ (?> Bign1!io que 0( 

siQ!l!ino . ~ (§l, )1'6). 1.41. qu'ii ex1l1t. un "A tel que ~4"0<' • 

ou encore que tout. 0( -appl1cation eet ausai une ~ -application. 
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Leo imp11cat10ns 1nd1qu~6a par lee 4 flGchoo du carre central ne B~ 

ront etab11eo qu'au ~4 (elles Gont equ~valentea entre ellee d'aprbs 

les symetr1es s1gnaleeB plus haut, et s1gnit1ent aussi, comme on v~ 

r1f1e tac11ement, que /1\\ eet equ1val~nte a la ~-norme h11berti

onne H comme no us l'aviono d6J~ annonco plus haut. Toutea les nu-

tres tlGchos 0( ~ ~ indiquent 114·'!DO des 1negal1tde atr1ctea 

~~ ~ , et eont A peu pr~a tr1vialea ' gr~ce a ce qui a dejA eta 0-

btenu. (Par ra1son de aymetr1e, 11 sutfit-par exemple de verif1er 

les impl1cations donneea dana le carrl superieur gauche, ce qu'on 

l1t tac11ement Bur les formulee (3) et lea factoriaations typiques, 

par example). 

Pour verifier que le tableau contient toutes lea ~-normea 

naturalles A des equ1valences pr~s, il ouff1t de verifier qu'en ap

pliqu'mt A l'une quelconque d'entre elles l'operation 0( ~ /0<., 
on retrouve A une equ1valence prba une ~-norme du tableau. Cela 

n'offre paa do d1fticultes, une tois admia lea ~sultata tondamen

taux du ~4 signale8 plUB haut. On a donc exactement 14 cl&8sea (bi

en exp11citeeo) de ~-normes naturellea. (Il est cependant bien 

probable que l'en.aemble ~ lui-mema, introdu1't avec la definition 

3, est 1nt1n1). Signalons aussi qU'an ver1fie par dee exempleB (en 

cons1derunt dee applications particulibrea entre espaces du type L, 

C ou 11) 'Iu' 11 n' y a pUB d' autres implicationB entre le. ® -nor

meo naturcllcs que cellea indiqu'ea dana le tableau, Bauf qu'il eat 

poss1ble 'Iu'on liit encore lea relationa C' ~ C et L' --+ L.Ce 

Bont lA deux conjectures 4qu1valentes (d'apr's lea sym4tr1es du ~a

bleau des ~-norae.); on lit 8Ur le tableau qu'elles 'quivalent 
Bussi A une ~pon8e a!!iraative ~ la que.t1on: le compos" d'une C'

application et d'une L'-app11cation est-11 1n~46Tal? (Comparer NR5. 
propoai tion .2). - Rn tous cae, de qUi pr4c~de IIOntn que le8 14 

'classes de ~-norm.s obtenu •• aont bien di.~1nctes. 

Pour !inir, signalona que .1 l'un dea espacea X,, eat du 

~7pe .£.. It. ou lL (rappelolUl qua -type .!!.. sign!!i.: upace de 

Hilbert), alora 1e noabre de. clasaea d'applications lin4airee de E 

dana 1 qui corn.pondent aux d1ver.e. ~-normes ~aturel1.a . ae rf 
duB, au1vant Ie. ou, au noabn de 5 au 6 au' plue; et quand E et 
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F Bent tout! deux d' un des types .£., 1. • .!!, ce nombre. 8e redul t Q 

deux ou trola au plus: deux sl E et P eont de types dlst1ncts 

(donc 11 n'y a A conslderer dans ce cae que les deux classee extr! 

mes de toutee lee applications linea1res continues, ou des applic~ 
tions integralee de E . dana 11). tro1a s1 E ,at z' sont du m!me 

type. Dans ce dern1er caa;la classe. d'app11cations 11neaires de 

E dans F intermedia1re entre lee deux extrames eat la classe 

des applications hilbertiennee (- preintegralea) dana le cas ou E 

et F sont tous deux du typo .Q. .' ou tous deux du type ~ et la 

classes des applications ~ Hilbert-Schm1dt quand E et P sont 
. . 

tous deux dee espacoe de Hilbert'~: 'routes ces affirmations s' oxpl1-

cltent ot ee demontrent 8&nIJ&Ucune di!!1culte A l'aide de ce qui 

a ete dit, ~ l'except1on du 'dern1er fait, qui sera inclue dana los 

~sultat8 du §3. BR6. 

§ 3 - LES 0 -NORMES LlEES L L'ESPACE M HILBE!{T. 

1. De!lnttions !! dneral1 tee pour .!i II 1:!.:. 
Theo~me 1. II ex1ste ~ ®-~ .!i !l~ seule ayent 

~ proprlete sulvante: S1 u ~ ~ ~ billnealre ~ l! ~
duit !!.! deux espaces ~ Banach E !! F guelconguos, 2!! .!': 

lIull.11 ~ 1 &!!1 seulement &il exlste des applications l1neairea 

If. \fJ ~ ~ £: 1 de E reep. F ~ ill! eSPl!-ce !!.! Hilbert 
convenable H resp. son dual · H'. telles que l'on a1t 

(pour x EE, yE.F). 

Corollaire. ~ gu'une.applicatlon linea1ro u de E dana 

p eat1sfaase! lI·u 11.11 " l, 11 ~ !! 11 8U!!it gu' elle II ill.!2.-

T If ' 
E~ H~ F 

~ H ' lli ~ espaco !!.!!. Hilbert,!1 v .!.! If !.2!!1 ~!!2!l!!!!. ~l. 

ne!1n1tion 1. 1! ® -!!2.!!!!!!. introdui to ~ !.!. theoreme 1 
~ toujoure notee j1., !! appellee ®-norme hilbert1enne. '~.H.-

~ !!]-appllcatlont! seront ~ !ormeQ & applications 

bertlennes. 
hll-
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II B' ensui t aisoll1ent que lea formes hilbertienneo our EX F 

sont celles qui sont encore continuel! quand on munit E et , d. 

semi-normes prehilbertienneo (6) continues convenables (il outfit 

meme que u dcvienne continue quand on remplace l'E!! des normell 

de E resp. P par une ocmi-norme p~hilbertienne continue). Lea 

applications hilbertie~es sont celles qui 8e tactorisent comae 
dans (1), ou H est un espace de Hilbert et T et v des appli

cations linoaires continues. 

De ce qui p~cbde r'sulte aU8sitOt la 

Proposition 1. 11. ill ~ ~-~ aymetriQU8 (~-§) .!.! 
injective (§2,NR,) • . Donc l!! 0-1!2.!:!!!! ~.!i' !.!!! eym'trique ....!.! 
projective. 

On en conclut 

(2 ) 1i ~ /1\\ , 

(car /1\\ est la plus grande 0-norme inJective, ,Vila plu.e petite 
~-norme projective); par suite: 

Corollaire. ~ ~ ~ application u p~intdgral! (§2, 

NR5) lli hilbertienne, .!121! ~ Ilulill. ~ lI u ll"". 
De meme, lea li'-applicationa ont la propri't4 de prolon&! 

ment-rel~vement. En utiliaant lea §l,Bi 4, tho 5 .t la caracteri8~ 

tion des li-formes donnee dans "le th40~me 1, on obtient la carac

to ri sa tion sui vante des li' -formes: 

Proposition ol.!!2ll u ~!2!!! bllin'aire ~ XXP. 

pour que U uY 11.' , 1, g ~ .!1 .ll !.!!U.ll que .l!2!Y: ~ appl1ca
.ll2.!l lineai£! 'P d. norm! ,1 ~ Hlll>ert H ~ E, II ~ 
uo( If $1) ~ H)( F !!2.U indua.Ie, II noryo 1nteue.l! ,1. 

Dane cet 4non04, on pGut auppoaer que H est 1'eapsce do 

Hilbert R/ c1a.uique, on peut au.si 1 4chazlger Is droit. ot 1a 

gaucho, ou donner l'4nonc4 ·bl1at~re· correapondant, avec d08 ap

plicationo l1nlairee "If et l' de B dana X reap. ,. On la1 .. e 

aueei au lecteur la oa.ract4r1.atlon correapondante dee Ji'-applic~ 

tiona. 



- 42 -

S1gnalons comme consequence du §2, NQ1, th.2 que le compo

se d'une 1!.-app11cat10n u et d'une .!!.'-appl1cation v est ~

clea1re (ot non seulement 1ntegral), at qu'on a HI\{vu)~lIulk~vll1i" 

Dans cot enonce, on peut echanger .!!. et .!!.' " 

2. H-!ormes h11bertiennea. 

Soient E et F deux oapacea vector1els. Une fonct1on 

acalalre u(~ ,y) sur EX Feat dite ~ sesguil1neaire s1 el

le est lineaire par rapport a ~ et ant1l1nea1re par rapport ~ y. 
Cela signif1e aussi que c'est une forme billnea1re sur EXP, ou 

Fest l'espace vectoriel dont le groupe addltlt coinc1de avec ce

lui de F I ma1a ou la mul tiplicat10n par le scala1re /l. eat 1a 

multiplication par ~ dans :e vec t or1el F (de aorte que l'appli

cation identique F ~ Fest anti11nea1re(7». Les formea aea

qul1ineaires sur E Xl' peuv~ n t donc auaa1 ~tre regardees comme 

les formes 11neairea sur 1e produit tensoriel E~P. S1 maintenant 

E et F sont dee espacea de Banach, F est un espace de Banach, 

et si 0<. eat une ®-!1onte , une forme sesquilinea1re u: sur EX F 

est dite de type 0<, a1 elle est de type 0( en tant que torme bi 

lineaire sur EXF. La 0(, -norme de cette dern111re est encore no

tee lIulle<,' L'espace dea formes seaquilineaire!,dO type C(. Bur 

EXF est done le dual de 1'es pace de Banach E®i? - En particull 

er, 81 0( est 1a ®-normo hllbertienne li, le th.1 montre que s1 u 

est une forme seequilineaire sur EXF, on a lIullll~l ai et IleU

lement 81 on a u( x ,y) ,. (\fx, "fY), ou If et 't lIont des appl1c!! 

t10na llnea1res de norme !:: 1 de E reap. F dans un eapace de 

H1lbert co~venable H (ou Ie produit acala1re e~~ note (a,b) comme 

uauellement). -' 
Supposone JII&1ntenan-t E - P. On IItmi t E®i d' une 1nTolu-

* tion antilin~a1re natlU"8lle v ~ T , taisant correllpondre ' yei 
b. x ®y (on d6e1gne par une barre all des'Bue ' de Is 1ettr. d 'un 41'

mont de E, le m&mo ~1~ment, ma1e 'eona1d6re commo ~1~montdG I). 
Dans l'eopace des formos aur K~R, i.e. 1'.apace deBtormoll 1108-

qu1l1n~a1res Bur' E)<E, il lui corre-opond uno involution anti11ne-

* aire naturelle u -+ ·u , donn~e par 



* it (v,u)=.<v,u> 

ce qui s'ecrit auesi, en terme des formea aeaquilineairea: 

u*(x,y) = u(y,x). 
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Un element u d'un espace vectorial P muni d'una involution an

tilineaire u ~ u* eat dit hermitien ai u = u*. En particuli

er, cela redonne ici la notion usuelle de forme hermitienne sur 

EX E. - Suppoaona maintenant que E eat un eapace de Banach ,alors 
it 

pour toute ® -norme 0<., l' involution v ~ v sur E 0E ellt 

une isometrie pour Ivl ,11 en resulte que ai u eat une forme 
0( I * aesquilineaire de type ~. oc. sur E:XE, alors u eat encore de 

type ~ et a mame ~-norme que u. Donc, pour que u aoi t de ty

pe ~ , il taut et 11 sut!i t que ses composantea hermi tienne 
* (* . (u+u }/2 et antihermitienne u-u )/2 1e soient. (Cela ramllne 

en principe la determiIll1tion des tormes aesquilineaires de type ~ 

II la determination · dell tomes· hermi tiennea de type (?, du moins 

dans le cas dell acalairell complexea, auquel on peut d'ailleura tou 
0( -

joura ae ramener). Entin, aignalona que, le dual de E~E etant 

l' eapace des tormea aesquilineaires de type ~., 0(1 aur E XE, il 0( _ 

en resul te aussi tOt que Ie dual du aous_space hermi tiende E ® E 

Il'identitie, avecaa norme, II ·l'ellpace des tormell bermitiennes de 

type \-' sur E XE. 

On appelle torme posi ti ve sur EX E une torme seequiline

aire u telle que u(x,x)) 0 pour tout x €E. Une telle torme 

est hermitienne. Si ' u et v sont deuX tormee ' bermi~1~nne8,on e
crit u «v ou v » upourindiquerque ' v-u eat positive. 

On a III une relation d' ordre compatible avec ' la , ~ruet\U'e d' .apace 

vectoriel. Entin. 5Uppoeons d. nouveau que E aoit un espace de 
0( 

Banach, alors un element de E~! est dit POsitif 8'il est hermi-

tien, et si la forme hermitienne sur E'XE' qu'il d'ti~t est P5!. 
sitive. 

Theorbme ,g. §.Qll E '~ espace de BaDachrl. Solt u ~ 

~ positive continue ~ -EXE. Alors u lli hilbert"ienne, II 
2!!~ 
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lull H - Ilull- Sup lu(x,x)l. 
- Uxll~ 1 

2. Soit u ~ ~ he:rmit1enne ~ xxx. ~ que ilull H ~ 1, 

11 ~!! 11 sutt1t Que l'on pu1see trouver ~ ~ poe1tJlve v 

~ EXX, ~!!2.!!!.!. ~1, 1!l!.! Que -v« u (..<.'v. 

Ce8 'none'8 r'aultent auss1tOt du th.l, quand on remarque 

que le relation -v« u <<.v 81gn1!1e pne1dllent que lu(x,Y)I~ 
1/2 1/2 

~v(x,x) v(",,,) pour tout x€.X, ,,~E, eOlllllle on v'ri!1e BaIlS 

d1t!1culd. 

Corollaire 1 . l!:!.!!. tormes hermi tiennes ~ E >< E qui Bont 

hilbert1ennes !2E! exactement celles qui ~ d1tt'rence ~ deux 

tormes positives cont1nues , ~ ~ celles qui !2E! major'es ~ 

~ ~ posit1ve continue . 

De !aryon pr6c1se, 81 u <.<. v avec v» 0, on a u-v-(v-u), 

ob. v» 0, v-u» 0 , d'ou lIuliH ~ UvU + Ilv-ull ~2 Ivj + luU. 

- Var1ante utile du th40n •• 2: -
v_ 

CQrolla1re £. Soit u II u~ ~Iement hermitien ~ E®R. Condi-

~ 'qui valentes; a . u Eo E ® E; b. u ill d1!!'rence de ~ eH

ments positi!S ~ E~E; c. u ~ mBjore par ~ 'lement posit1! ~ 
Eis; d. II !&ill "!m 'Ument posit1! v ill!.!.!! E'S 1ll gue 

-v« u <<. v. - De plus, lull! .. lIuliH ill la ~ 1nrerleure dee 
Ivl • 1~1I pour lee v envisag6es ~ In condition d. (7 b1s) 

:3. 1!.' -formes heni tiennea. 

Par polarit4, on t1re du th40r~me 2 le 

Xh'9MI! 1. §.2ll. u Wi1 t2Du. herm1t1enp'!J:!!: E XE. ~ 

posons qu'l1 exist..!:!!!!. .!!.'-!2!::!!. hermi tie nne v sur E XK " .!!l1!. 
~ -v <.< u «v, ~ u !!.! ~ ~ li' !! lIulll1.' ~ I vUll,· 
R'e1proquement,!!. ~ !.!l ~.!lE! .!i', £E. R!}!! trouver ~ tOI"llle 

he:rmitienne po81t1ve int'~ale v .!U!!: B XE qui majore u. 

En ta1 t dana ce dern1er 4none', on peut mame prendre v de 

la ·tona. 
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(1) 

ou Beat 1a boule unlt6 de E' avec aa topologle !alble, J4 une 

me sure positlve sur B de 'ncrme ~ lIuIlH,. (J'lgnore al on peut 

mame chols1r cet"te T de !apn que '1' on iih -y' « u <.< T). Appl! 

qu.ant sUBsl la deuxll1me part1e du thdonme 3 .. ~ -u, on trouve: 

Corolla1-re ·l. ·Pour que 1a !.,~ herm1:t"1enne u ·~ E XX 

.!!.!2ll !!!!. ~ li', 11: tallt .!!1 1-1 ' Bu!!i t ~ ~ PUiBS8 trouver ~ 

~ positive lnt~tf!le ' y ' ~r ' E XE hUe ~ -v« u «v.On 

~ chois1r ~ y telle que 

(2) IIvll ~ 2 lulI H ,. 

" -
En fait on peut m6me chola1r v de 1a forms (1), avec 

Ilfli ~ 2 lIu11li," 

Corollaire ,g. Soit u ~ forme ! hcr.i t icnne 'positlve ~ 

E XX. Pour que u .!!.!2ll ~ lIJ2.!. li', ll .~! .!!111 ~ qu'elle 

.!!.!2llmaj oree ~ ~ ~ poe1t1ve intdgra1e v. Mull.!!..' lli 1.!l 
p1UB ~ ill ~ int~gra1e8 ~ ~ v. 

C'est d'a111eura aUBai 1a p1ua pet1te dea normae dea meau

rea poaitivea ~ aur la boule unit' B de E'. te11es que u «v, 

ou v eet donnee par (1). 

La deuxll1me part1e du th'o~me 3 se precise de fa~on rema£ 

quab1e dana le cae o~ E eat un eapace ~(M): 

Corollaire 1. So1t u 1m!. .Ii.' -torme hermi thnne ~ E XE, 

ot) B - ~(M). ~ .ll !.!.!!!!!. ~ ~ posit1ve ~ !U!!: M, !!.!. 
~ ~ lIulll." 1!ll!!l2 u« v~, ~ .2..!1 ~ 

",...(! ,g) - jti d r 

Hoter d'ail1eura que v~ eat pr~cia'ment do 1a torme (1), 

ou on identifierait M ~ une pale de la boule unit' du dual de 

Co(K) A 1& t~on U8uelle: .., - £ ®f d~(x) (indgrale taible). 
,... K x x , 
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(En fait, on peut demontrer d'abord directement Ie corollaire 3,et 

.on conclure. auss1tOt Ie th.3 gra.ce au fait que, ll' etant project.! 

ve, u se prolonge en une forme hermi tienne demAIII8.!!.. -norme sur 

un produi t C XC, lorsqu' on plonge E dans un espace C du type 

£). On trouve aussi l'analogue du corollaire 1: 'on peut trouver ,. 
sur M une mesure positive ~ telle que 

(3) -vt"- « u <.< vI"- avec 

La pramibre inegalite s'ecrit auesi: 

(4) lu{x,y)1 ~ <jlxI2dr)1/: {)I.YI2dr-)1/2 

(x ,Y E. Co (M» 
en d'autres termes u se prolonge par continuit' en une forae de 

norme ~l sur L2{f)XL2(f). Simaintenant u est une li'-fo.!: 

me sesquilineaire quelconque sur un produit Co{M)XCo(H); so it P 

un espace somme topologique de M et N, alors u est la restri£ 
tion de la forme hermitienne '· U(x+y,x'+y') - u(x,y') + u(x' ,y) sur 

Co(P)XCo{P}, forme qui satisfait 11. IIU~ll.' ~ 2 lIuli jil et A la
quelle on peut done appliquer Ie resultat precedent. Cela donne: 

Corollaire !. ~ ~ ~ seeguilineair, (~ ~ 
~ forme bllineaire) u de type li' ~ Co(M) XCo(N) .2l! ~ 

trouver ~ M una mesure positive f4' ~ Ii !!!l!!. me sure posi,:" 

.ll!! 'I, de normes ~ 2 lIuli U " !.!lli!. gue u !!. proloMe par 
.... 2 · 2 

continuite ~ ~ ~ de ~ lal ~ L (r) XL (\f). 

(A fortiori H est h1lbertienne et de norme hilbertienne 

~ 2 lIullll.') • . Ces deux corollaires ainai que lea suivants prennent 
tout leur inter&t en vertu des resultats du ~4, BR2, qui impli-
quent en particulier que ~ forme continue sur Ie ~roduit de 

deux 8spaces du type ~ est une l1.'-forme. 

Variante du corollaire 4: 

Corollairg 2. ~ u ~ ~ bilin#airg (~ sgsguili
neair8)~!lP! a' ~ faiblement separement continue ~ 

LOO (t"') XLoo ("'), ~ 11 ~ ~ forme bil1neaire v 2!!£!:-
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2 2 
~ ~ 1 ~ L (fL) XL ( ..r), et ill 6lemente ! reap. g £2. 
L 2 ( t'-) reap. L 2 ( ..r), S!..!!Q.!!!l!!. ~ 2 II ull no" tela que l ' on ill 

(5) u(x,y) _ v(xf,yg) (XCLoo(r)' y£Loo(-r». 

On en conclut ceci: 
1 1 Corollaire 6. S01 t u 6. L (f )®L (..r), ~ 11 exiate :!y! 

vE.L2( f )®L2(..r ), -Ivl ... ~ 1 et dea e1ementa ! €. L2(~) et 

g ~ L2(..r) de norme ~ 2 II ull li" 1tl!. gue 

(6) u - v(!®g) 

(ou 1e produit est un prodult multip1icati! ordlnaire de claseea 

de tonctiona meourab1ee pour ~ <S of). 

4. Pr.mHtreo relations !!.!1ll:!. l!, ll.', !..1£..s.. 
La corollaire 4 du th40rbme prec4dent donne tacilement co~ 

pte tenu que ].' eat proJectiTe, la 

PrOposition 1. Qe ~ 

(1) 

~ lA m.1l1eure constante poeeibl. ~ satietalt A l' ~~ 2. 

(Il n'est d'al11euro pas exclu qu'on ait mA.. ~ - l).C~ 

me ].' eat projectlTe, on en conc1ut, compte tenu de la tin de ~2, 

BQ 4, lea inegalit4e 

( 2 ) \ J! , ,l!/, \!!/ ~ S 1!' 

(~ est encore la meilleure constante dana chacune de ces trois 1 
negalit4e). On a donc le diagramme d'1mp1icatione 

,11',\ 
.11/ !!. 
'\,/ 

]. 

o~ lea !lAches ont 1a mAme eigni!ication que dana 1e tableau du ~2, 

BR 6. 

D'autre part, 1a d4monatratlon de ~2, 18 5, prop. 2 prouve 
aUDsi la 
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Proposi tion!. .!!I ID inject! vo ~ gauche, ~ \Ji ID 
injective ~ droito: 

I (~f) -.!!I , 
Conjuguant avec 10 premi?lro intSgali t6 (2), on :trouve \!!. ~ oS !i", 
or !i' \ .. (,!!f)' - (\!!,)", d' oh 

" ' v 
(4) \ 11 ~ ~ (\!O = S (j!!) , (donc aussi '!!I ~ S (,!!f)-S{\!V ' ) • 

(ICi, encore, 0 ost la moilleure constante). Au xv suivant, nous 
~ y . .., 

obtenons des inegalites en sons inverse (\!!,) ~G\li ot (!if).$ a-.!!/ , ... 
ce qui prouvora qui \1! et !V sont chacune tSquivalente a 1a du-

ale d.e l'autre, i.e. a sa propre contragrediente, comma nous l'av,! 

ons annonc6 au §2, NR6. 

5. Relations plus, protondes !!!!!:!t ill ®-normos 11eos ~ 

l'ospace £! Hilbort. 

Soit H l'espace ~ avec sa structure usuelle d'ospace 

de Hilbert (8). Soit u la torme produit scalaire sur HXH,on va 

calculer II ulI/H '\' ce qui eat aWlsi la lJi '\ -noI'llle de l' applicati-

on idontique de H sur lui-IlAme. Soit G - .Q.{n) 10 groupe des 

transtormations orthogonales de H, muni de sa mesuro de Haar III 

(m{l) - 1), soit .. a un point !1xe de H de norme 1. Si tEll{m), 
soit U:r -l'operateur de composition-

ot posons 

U:r - J. :r{s)s dm(s) 

G 

f{t) - Uta -Jt(s)s.a dm{s). 

On'voit aWl8itOt que ~ eat un homomorph1ame m4trigue de Ll ' sur 

H. Soit v la"!o%'lllo ' v{t,g) - u{ ~!,tg) ' sur L1XX;l, alors en 

vertu 'de §2, XV4, th.7, on a 

(l) .lIull/lL" - U vII!" • 

On a * v{t,g) - (Uta,U a) - (U Uta,a) - (U~ta,a) (oh suivant l'us~ 
g g 0- _ --1 

designs 1e produit de convolution, et g{s)=g(s ». On ob-ge, * 
tient donc 



(2 ) v(f,g) .. (g*!,o<) 

D'apres le theoreme 3, corollaire 2, 

des normes des mesures positives 1 LOO de Ll telle que v « v,.. .. , 
B 
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ou 0( (a) .. (a.a,a). ' 

II vllJi.' est la plus petite 

sur la boule uni to B du dual 

f®l dr-<f). Comme la forme v 

est invariante par translation, on peut suppoaer r invariante 

par translation, alore on voit aussitOt ~ue 

(3) ou '~/"" = JB ?d df.!) (inte-

grale !aible). 

Done v« v/,," equi vaut A 0('< 0 (au eens de la relation d' or

dre usuelle entre !onct10na de type positi! sur Ie groupe compact 

G). Comme 0( est une !onction de type positit -elepenta1re-, a8S£ 

ciee A la representation unitaire irreductible de G obtenue Ii 

partir de la representation identique par complexi!ication de H, 

que ~t'" est de type posi tit, et que pour Teritier une inogal1 t6 

0< <<. ~ 11 s~!1t de ver1!ier que Val.. ~ Vl' pour toute represen

tation uni taire i 'rreductible V de G, dans le cas actuel l' ine&! 

11 t6 envis~e 'qui vaut simplement Ii U«" U t'r- (inegalite entre 
1 - -o~rateurs heraitiens dans H). Or UO( = n a0a, ou a0a designe 

la projection orthogonale de H sur la droite engendree par a; 

COllpte tenu de l' expression (3) de ~,.., notre inega11 t6 devient: 

(4) ~ il®a ~ 1 u; Ut dr'!). 

IIv II 11.' est la plus petite des normee des mesures poeitives (L sur 

B hlles qu'on ait (4). Or (4) bl pl1 que , en calculant (A.a,a) 

quand A eat l'un ou l'autre membrede cette In'gallte: 

(5) ~ .s JB II UtIl2dft). 

30it Mn 
duite par 

00 
la norme de l'application t ~ Uta de L dans H in 

If. (5) donne ·l/n ~M! IIrll, 1.e. 1Ir-1I~ ~ M~, done 

(6) IITI~, ~ ~ M!. 
D' aut.,. part, 

Uta ' - Uf *.4 a 
8 

on va prouver l'inega11te en sena inverse. On a 

pour tout e E.G tel que Utsa .. a, i.e. s '.aa:a. On 

pour calculer M - Sup lIu!aU, on peut se 
n t~B 

en conclut &18emsnt que 

borner awe t"B qui sont invariantee par translations droites 

aous Is groupe n stabi11sateur de s, 1.e. qui peuvent Atre re-

prdes., cOl:lllle des !onctione mesurabls., bornees de norme ~ 1 sur 
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l'eap&ee homogbne G/H = S (sphllre un1t6 de H), muni de la mesu

reo" m' ",image de m(earaeUr1sde par le tait d'Atre invariante par 

rotIt1on~. et de masse totale 1). On a done M • , , n 

- Sup II J if.:f.(t)Xdm' (x) I. t pareourant la boule uni td de Loo(m') • 

On VOi'.'~~c1iement, par raisons de 87111titrie', que le maximum est a,1 

teint pdur la to~etion 

(7) 

pour laquelle on obtlent 

(8) d'o~ M - (Ut a,a) - S I(x,a)\ dm'(x). 
noS 

De plUS, Ut 0 s - Uf , pour tout s£H. ee qui prouve que Ut est 
o 0 -, 

proportionnel It. acz.:/' done eO~,Pte ,tenu de (8) on obtient, 

(9) Uf - Mna. a. 
o 

Prenons alors pour u.. la III&8se lin 112 au point r de B. le 
,- n* 1 0 

deuxlbe, JIIeJllbre de (4) est alors II~I UrUr - ii ac»a done l'in6-
00 1 2 

galit' (4) est v'ritUe. Par lluitelvll H'" ii lin' d'o~. compte t!. 
nu de (1) et (6): - ' 

(10) IITII g' - llnll!!" - ~ II!. , 
La ealeul explicite de lin par la rormule (8) n'offre pas de dir

ficult'. On pro~ve 

lin - ~ r + xndG'(x) 
n-l Js 

~ J~2 n 2 e - r-, sen e COli - 9 S -2 d -
n-1 0 n 

'S 1 ' 's 
_ 2 .:Jcl. J xn- 2 dx _ ...l.....Jl::l 

,Sn"'1 0 ' n:,,~ Sn_1 

(o~ dcr est 1a JIIellur8 eue1idienne usuel1e sur S. et ou Sk dd

s1gne la surface de 1a sph~re euclidienne de dimensionk). eela 

donne 

(11) 
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On en conclut, en utilisant les in~galit6s de convexit' sur la ton 
ction r: 
(12) 1 M2 < '!' 11m 1 M2 on-

n n 2' rr-" +eo n n 
.. 2' • 

Se rappel ant qu'en vertu de (10) , 1 M2 
n n est· la !H'\ -norme de l' 

application identique de l'espace de Hilbert de dimension n sur 
lui-mAme, on conclut de (12) le 

Theorltme i . .§..Q11 H ~ espace de Hilbert. Alors la /!!'\
~ ~ l'application identigue de H ~ lui-mAme, identigue ! 

. ". 
111. /!!'\-~ de !!!2.!:!!!.! (x,y) ~ W<H, !!.1 finie .tl "cr = 2'.!.:f-
galjte ayant ~ 11 !!' seulement 8i H !!.1 de dimension infinie. 

5i 0<. est une ® -:-norme quelconque. l'intSgal1 dO(, ?l! 
(ou encore li' ~ ;l. 0(1) est ~quivalente, en vertu de la caracUri

sation des ~-applicat10n8. l l'assert10n que pour tout espace de 

Hilbert H, l'app11cation identique de H sur lui-m6me a une ~

norme ~" . Donc Ie th'orllme 4 'quivaut au 
Corol1alre 1. Q! ~ 

(13) /li'\ "<r.!!. (d ' OU H' ~ IJ\ HI) - -
( C" • -cr/2 .!!.!!! Dleilleure constante possible). 

La deuxibe formule impl1que A tortiori ,!L' ~ o-\l!.. d' ob 

li" ~CS (\li)\· Compte tenu de prop.4, on a donc li'\ ~ cr\!. i.e. 

Corolla1re l. Qn ~ 

(14) 

!l la fOrDIule tranapos'e 
y 

(14 bis) (\.!!.>' • <.!!I) " (S",l!/. 

(C& sont les formules promises A la tin de I R4). Ii n'est 

d' ail leurs paa d1tt1clle de Toir que <S" .1T'/2 est encore 1& meil
leure conatantl. 

CorollalE! l. ~ l! produ1 t 1t Ul!! "pac .. ~ lZR!. M. 
(reap. !!!. ~ espaces ~!.l.R!. .£.) l!!. B-tonges ttl!.! H'-totlu 

sont l!.!. .'mea, !.! .2.!l S . 
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(15) Hull H ~ SHull H'· - -
(On voit en e!tet !acilement que ces inegal1t's sont equ1valentes 

respectivement au corollaire 1 pr4cedent, et a la prop.3). - Donc 

pour une application 1ineaire d' un espace ~ dans un espace .k. ou 

d 'un eap&ce ,J.. dana un esp&ce .£" il revient au mAme d' &tre de t~ 

pe 11. ou de t~pe .11'" 
Soit u une app1ication ' lineairs de norme ~l d'un espace 

C = .£o(M) dans wl' espace ~e Hilbert Ii. Alors la forme (ux,uy) 

sur C X C a une norms hilbertienne ~ 1, p.onc en vertu du corol

l 'aire . precedent· une ~ -norme 40", done en vertu du th.3, corol-

laire 3, il existe sur M une meeure positi vs t4. de norme .sa- tel 

pour tout xE:C. D'ou aussitOt le le que (ux.ux) '" 5 xi df'l' 
Corollaire i. ~ u ~ application lin'aire ~ ~ 

~l II ~(M) , dans :!.y!. eepacs II Hilbert H, ~ u !!.! factorise 

.£o(M) 4 . L2( r-) 4H 
~ f4 m.!:!n!.!!!.!.!!.!!!:! poeitive de norme "0" (= 1") ~ M, o~i 
sst l' application canonigue ,it v l!!!! applicati~n 11 n'airs 2.! 
gorms ~l. 

Par transposition, cela donne tac11ement: 

Corollaire 5. §.ill 

~ espace ~ Hilbert 

u l!!!! !ppl1eat10n lineaire de norme 

H !!.!!!!! ~ espaee L1 (r-)' yors u se 
!actorise !!! v J 

H ---.. L2(}'-) --. Ll(f) 

~ v ~ l!D!. applioation 11Maire II norm, ~ 1. !1 ~ J illl.!.. 
oR§ration.tt plUp11o&llQP RE Jaa!. tE.L2(~ convenab1e. de n2!!!!. 

" ¢ (."'/2). 
Dane c.- corollaire. encore. on voit facilement que la 

•• Uleure. ooutant. eat <S". fous lea corollairea qui pnclldent 

.ont en tait 'quh.lent~ au thlome ". dont on peut dODDer nQa

breux Inonol. IquiYalent'J noue Gn verrona enoore quelquea-uu ~ 

Uoulll1re.ent· ·lntlrea.ant. au .1 liuivant. tho 6. 
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6. M!! c1aasosnaturellos d'op'rat1oDs 11n4a1£8s ~ ~ 

pace~ .!!!. Hilbert. 

81 H eat un espsce de H11bert, son dual H' s'1dont1f10 ~ 

l'espaco H d&f1ni au 58 2, dODC s1 E est un eapace do Banach, . 

H~B s'1dent1t1e ~ l'espace des app11cat10ns 11n4a1ros continuos 

de rang fini de ii dana, E. Soit maintonant oc une &-normejpour 

tout couple Hl ,H2 de deux espaces de Hilbert lull( est une nor

Ile raisonnable sur H10 H2 , invar1ante par transformations un1 tai

res dane Hl et H2 • D'ap~o les nsultats de Schatten [l~ Chap. 
(8 bis) cette norme est de la forme 

(1) 
.v 

ofl pour uE.Hl~H2' (g1 (u» d4Bigno la su1te d4croiaaante int1nie 
des valeure proprea d. (u*u}1/2 Eo L(Hl ) (,chacuno dp4de euivant 

sa mult1plic1t4j on rajoute des z4ro. s1 1a suito dos valeurs pro

pres est finie, i.e. H1 do dillens10n tinie). et o~ 10( est un. 
- gaUBe-function- de Schatten, 1... une norme sur ! (I) <.!. ens .. -

b1. d.s .ntlers nature1s} 1nvariant. par permutatlons do I.t par 

au! tipl1cation, dana ACI}. par dee .ui tea -un! ta1ru- (1... dont 

toua lea ter.ea sont d. Ilodule 1) •• ~ eat bi.n d4terain4e par 

a1 on veut que 1a formule (1) soit valabl. pour 12Y1 couple do 

d.ux .a~c •• de Hilbert H1 eli Ji2 (9). et on v4r1tie aidllent 

1 •• to:r.ul.ea 

(2) II( - It' 1 •• - {5«" 

est 1a norme d~ Schatten polair. de J., !(J.) 4tant (ofl (Io()' 
als en dual1t4 avec lui ...... d. 1a t&9on uauelle). On .n conclut 
pour tout. u_s;.caB2 : 

* * {,} .Iul" - lul\t - lu I. - lu I\( 
d 'oll par dual1t4, pour d.. op4rabura u CL(H1 ,B2 ) : 

(4) lIuIlO(-lIgj~ -U,,*U -lIu*U t (10). 
X I( CIt 

lous al10na d4t.~1D8r 1 •• d1 .. r ••• ol&8s •• d'app11cat10na 

l1n4a1rea .ntre •• pac •• d. Hilben. d4tlni •• par 1.. 0 -nora •• 
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naturelleo (§2, N; 6). V ne demande pas d 'autre cOllllllentaire. D'a~ 

tre par, Ie theo~me 8uivant est bien connu: 

Tbeorbme 2, ~ u ~ operateur l1nea1re £! HI ~ H2' 

§1. Hl .., H2 !1 & u eat harmi tien, ~ u ~ nuclea1re (~ 

~: 1ntegral) & !1 eeulement & 11 ~ compact, .!! la !&!! 
(~i ) de ~ valeure propree sommablee. On ~ 

(5) Uull" - JI,,{u) - lui" - 2: I~il. 
2, S1 u !U!i guelconQue, u ~ nucleaire si .!! eeulement ei ~-

rateur hermitien (u*u)1/2 !!!1 nuclOaire, et £ill ~ U ull" .., 

.. l{u*u)1/211 ' 
1\ 

En fait, pour toute ®-norme 0(, et tout u E. L(HI ;H2 ) ,on 

a 

(6) * 1/2 UuUO{ - U (u u) 110( 

comae 11 resulte ause1tOt du 1'ait que cbacun des operateurs u, 

(u*u)1/2 .'obtient ~ part1r de l'autre par mult1plication avec un 

op4rateurB part1ellement 1som'tr1que. 

Rappelons qu'une application lin'&ire u de HI dana H2 

est d1te application £! H11bert-Schmidt .1 (u*u)1/2 est compact 

et la suite <s 1 (u) ) de ses Taleurs proprea · de carre Bommable. On 

pose alors 

lIul2 eat une norme sur l'espace L2 (Hl'H2) dee appl1cations de 

H11bart-Schm1dt de Hl dana H2 • qui en fait un :s.pace de Hilbert. 

I.e produ1t Bcalaire 7 e-at dOnM par (U.T) - Tr T u. en part1cu

lier 

(8) 2 * * QulI2 - Tr. u u - lu ulI" • 

Cee formulas ont un Bens. car (comme b1en connu) Ie produi t de 

deux applications de Hilbert-Schmidt u: Hl ~ H2 et v: H2~ H, 

8St nucl'a~. et 
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Theor~me Q. ~ u E:L(Hl ;H2 ). Les conditione euivantoe 

sont cguivalentes: 

a. u ~ ~ opcrateur ~ Hilbert-Schmldt. 

b. u ~ du ill!!. .& (resp. du tyne .£). 
c. u est ~ ~ .1.: (resp. du ~ .£.'). 

~ plus, 2ll ~ ~ lnegalltes: 

(10) lIull L '" Uull c ~ liull;,! ~ wllull L ," J;' Uull r. - - -
(11) lIul~ ~ Uull ~ = lIull ~ ~ {(?~ui~l 

ou <S" ="Tr/2 ~ la mel11eure constant. possible. 

Lee deuxl~mes lnegalltea dana (10) signiflent aUBsl: 
v .., 

Corollaire. Tout compose Hl -+ E ~ H.z' au E ~ ~ 

~ .& .~ ..Q., ~ ~ application ~ Hilbert-Sct.midt .tl .Q.!! ~ 

IIvvll2 ~ f<r' 1'0111 ~vU · 
Les formules (11) eont ~l.mplement transformces par dualJ. t ,J 

des formules (10). On a lIu llJL - lIull.Q,., en vertu de (4), 11 sutUt 

donc de prouver 1Iu11 M. ~ lull 2 ~ Wllu IIJL• En ver1;u de (6), on eet 

ramena au cas au u est hermIt len posltl!. 31 u est alors du tz 

pe de HIlbert-SchmIdt, on ss ram~ne aussltOt au cas au u eat 1'0 
n2 . -

pcrateur de mul tipl1catIon, dans H .. ~ , par une suite de carr~ 

sommable (!\) telle que I<~I) I~ .. lull2 • Plaia alora, c'e'!t mbe 

une application de norme lIull2 d\ p} dane 1-1 C x.2 J d' autre 

part l'app1Icatlon identique de ~ dana Jt eat de norme 1, 

d'ou lIuliL ~ lIull2 • Supposone maintenant lull M. - 1, d'ou 

111:'-*I~ - l,-On a en ve~tu !e (8) lul~ - Uu*ulI", or u se!llctori-

Be en H ~ L ~ H, u en H ~ C ~ H (ou les n&choa 

* designsnt dee ap~l1cations 1Ineaires de l10rme ~ 1), donc u u se 

!actorise en H ~ L --+ H ~ C ~ B. L'application Identl

que H -'> H ayant une /H '\-norme 4a- (theoreme 4), 1e compose 

L _-'> H ~ C a une H'-norme 4cr, donc (comme H'><iIv) son compoee 

av~c l'appllcation hI1bertienne H ~L a ume norma Integrals 

~cr. A fortiorI lIu*ulll\~~' d'ou Uull~.CS', d'ou enfin 11u1l2 ~ 
.!, Wllul~. Le m&me raiaonnementen SeniS inverse montre que 

est la meilleure constante possible dana cette inegallte. 

Il est trivlal que pour UE.L(H1 ;H2 ), on a lIull-lIull,lL' d' 

ou IluD" = lIul~,. De plUB on a trlvialement llul".!!.. - lull.£. et 
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lull !V .. I~~ k' donc cee 4 normas sont 6galss, et equivalsntes a 
!lull.: En!in lea ® -noI'llleO " • T. ~ .1:'. as calculsnt lci grace 
au 

Theorbme 1. Soit H un eapacs ~ Hilbert. B ~ isomorphs 

(£!.2.£ !.! norms) It un aous-sepacs d 'un espilce L' ~ ~ _h~~

~ (transposition) ! ~ 8apace quotient ~ espace C ~ !l£! 
c. 

Gela equivaut en vertu de §2, NQ6, prop.' au 

Corollalre 1. L'appl1cation ident1gue 'f ~l! eapace ~ 

Hilbert ~ nul ~ lui-lllllrae s!tiatail! IICf II~ ~ 1 (£2n£! 

11'f1~~1). 

Pour le voir, on peut auppoeer H de dimension finie. Soit 

3 sa aphbre unit', munie de 1& moaure m invarlante par rotation 

ot de masse tota.1.e ega1e It 1. Sl ll. chaque xE.H, on fait corrospon 

drs la fonction t (y) - (x .1) sur S, on obtient un 1sosorphismo 
x 1 

metriquo de H dana L (m), ce qui prouve 1I<f1la.' 1-

Contormement It la remarque qui euit l'8nonc' du theorbmG 4. 

le corollalre. 1 6quivaut auos1 au 

(11) 

(12) 

Corollalre g. Qn ~ 

!!.~~. 
')..'QH '. - -

d'o~ 

Lo corolla1re 1 111lp11que auss1 que s1 R ou . 't eat un es

pace de Hllbert. on & 1Iu1l~ - lui.- - IIuU pour toute applicat10n 

l1dalre cCIltinue de .. R dana :r .· far dual1t'. ce1a dQnne. llu II ~ .. 
- Uu~, .. Uull" ~ .. On peut 'noncer 1e tlWorllae 7 de b1e~ d'autrea 

manibres encore. par exemple la sui vante: 

C9rollal1~ 1. ~ application lln4sire cnntinue u ~~

pace de Bil bert H · dane ~ espace C .~.~ Q. !! la propr1eU 

~ reUvement.!! iluJl lL ~ lIuU~ !l!l! application l1nea1re cont1nue 

u ~ eepace . L ~ ~ ok !!.!a!. 1 '1Ol8pace ~ Hl~ H ~ II 
proprleU de prolongement,!! lui ,2.:.(: llull • 

Pour !1n1r, 81gnalons que la deterMination des IA\ -applic!! 

tions (applications preintegrales) et deD \\lI-applications d'uo 
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upace de BUb." dane un autre r~sul tera d. ce qui pNcbde. une 

tols connu Ie Naultat (qui 80ra ~tab11 au §4. XR2) qu./I\\ oot 

~quiTal.nte 1 1!, done ~ tSqulva.lonte 11. li'. 

§4. It!!. r!lat!oM !.!W:!. lee ~ groupoa!!. 0-90A!8. 

bpl1caUOM. 

1. lopqUOnB !!.!. 1lP!. 0( • 

Sol.nt X (reep. I) un eepac. 10ea.lemont coapact.un1 d·uo • 

•• 1Jlln poaitlve r- (reap. "'). liore L1(t"") 0L1(-I") .. L1(r- 0-s')(§2, 

KR1, tho 3). done l'eapace dee tormee bl1ln4a1re8 cont1nues sur 

L1 (y-»<L1 (.r) e ' 1dentHle au dual LOO(r-~.r) de L1(r 0 \1'). La 

to rae u! det1nie par t eot tonna par 

(1) u t ( ",.t) - fJt(S,t) f(s) ~t) dr(e) M(t). 

P§!1n1t1on 1. Avec le8 qotat1ons Prlcedeqtes, 001; ~ ~ 

0( ~ ®-£.2!l!.!..!l!!! t t Loo ( r- at '4') m dtt«! tonct10n llltP1 0( 

~ ~ ex. -tonct1on, 81 .!.!!2.!:!!!!. u t ~ L (t""»( L1(..r) gu',n • .!!f
!1n1 t !!1 M!l.P!. 0( • 2ll noti lit II~ .!1 2.ll appell. 0( -U2D!! ~ t, 
l.! (j.. -nQrae lIu~IO( de u t 10 b1a • 1fp partioul1!r • .2!l d1t ~ 
t lli 1nttSe::ral., reap. hilhrt1e!lB! m. !1 0<. - 1\ ,~. 0(

• .!!. m· 
31gnalona d'al11.ur. qu'on ., en n"u de §2, 1.4, th.6, 

cor. 2: 

(2) UfUO( • 11:11/0<.\ • 
50ton8 ausal que a1 _Ut 44a1gne la torae "p9uil1p4!irt 

0) Ut (" ,t) -.Ut ( 'f' 't) - fJ f(.,t) 'f(a) 1'(t)d1'"a) d-l'(t) 

• 
on a aua1 ~t U 0( - lluf 110(. - Ut 10( • 

31 X .t I aont 4.ux .na •• blea d1aoreta, on d1t qu'une 

tonction t aur XXI .at d. t7P' 0(., a1 l.a oond1tione de dOt,! 

n1 tion 1 aont aaUatait ••• quan4 f" reap. >l' oona1.te.n 1a .lUIue 

+1 en chaque polnt d. X reap. I,.n d'autrea terae •• 1 ! - 80t 

borne., .t 1& torae bU1.Mair. ut qu' ell. d4t1n1 t aur 

, ~ Of) X i 1 (1) .. t d. type 0(. - -
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Proposition 1. Soient M et I ~ ,spaces localement 

COllpactS, t l!!i!. toaction continue .£1 born~o' !.l!!:.... MX I, v t 1& m
!!!. bil1neaire ID!!: J{, l~M) X.cXi(H) d~!1n1o l!!t 

(4) vt(/,,-,of') - Jf:r(S,t) dr(s) d~(t). , 

Consj,derons ..e 1 (M) !1 £: 1 (I) Co~! i!.!!. QOue-es paces!!. jbl (M) 

resp. ~l(I),!!.2.U. v:r ~ ~orme reotriction.!!! v:r ! 
.Ql(K)x0l(B): vt«".),<r:» - ;;;-, :r(m,n)~ ~. lli!:! (~ 
_ ' ~ n(II~1 ·In 

toute 0-norye O() 2l!.! 11v:r1l0( - 11v:r1l0( • 31 f'4 ~ ~ ~ 
positive ~ M ~support 'M, · ..r ~ ~ pos1tive ~ B s!! 
support N, u t !.! restriction S,!, vt ! L1 (/"") X Ll(.f) (dolUlee par 

(1», .2!! .! ~ II~IIO( - IIvt llO( • 
(th part1cul1er. ll ' revient au 116 •• de dire que t 811t de 

type (X, en tant qu'e1ement de !.Oo(K><lI) ou en tant qU'elemen': 

de . Loo (~ 0 -r ». 
Proposition £. Soient X, F deux espac.s .!!! Banach, (x1)i~I 

~ tamille d'elements d8 E dont l'enveloppe disquee terme_ 8at 

1& boule un! d de E, (y j) j E:. J !!!!! tamille a.nalogue ·~ r, OC 

!y!!!. ®-norme, u lID!. torm. bUin~aire continue ID!!: E)( P. Soit 

tu !.! [onction ~ IXJ det1ni8 par !u(1,J) - u(x1 ,yJ). Al2!:!!. 
9.!!.! llu 11/0<\ ... lit 110( • 

'Cela resul te aU8si tOt d8 ~2, 1"'4, 

pour / 0( \ au lieu de /'0<) et ' dou t&1 t 

t11'1e ~ un quotient Htrique de t,l(I) 

tho 

que 

7, cr1t~re b (enonce 

'. reap. r 1I'14.n-
l.l(J) • 
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1a propositlon I, dont l'enonce est 1aisse au lecteur. - En vertu
de §3, Ng2, tho 2, on a 1a 

00 Propoai tion 1. Sl te. L (f 0 t'") ~o:! de ~ positH, .9!! 

~ IItll H .. Iltli (.!211: dUinlt10n 1)· ~.1. t m ~ eHment h!!.!:!!!i
tien de- tOO (~ (& J-L)' ~ t !.!!.!!. ~l~bertienne !!1 et eeulement 

!!l. elle ~ dHference ~ ~ tonctlons ~ LOa ( f ® r) ~~ ~ 
positi!. ~ ~ t ~ LOo(f .® 1"-) que1conque ~ hilbHt~p.nne !!1 
et aeulement !!1 e11e ~ combinalson11neaire ~ fonctions 

€. Loo (r- ®~) ~ !.l.2! posl tit. 

2. I.e theonlle tond9Jllental .!! !.!!. variantes. 

Theonm~ 1 (theQrtae topd9Jllent!l de 1a theorie metr~9ue ~ 
produita ten80rle1a) •. ~ B ~ espsce de Hl1bert. L'app1ication 

IdentlQue ~ II B .!!!!: lul .... II. !!! pnintegrale, !! 

(1) 

~ h !§! ~ conalapt. univ.rs.ll •• M! mei11eure ~ poeslble 

At h (hal!.! Ilf 1/1\\ guand B !!! de dlmension intln1e) ~
Uatalt! 

"tf/2 "h J.' .h "tf/2 (th'orie reelle) 
(2) 

-,r 
"'tf/2 '" h " 2 ah 2. (theorle complne). 

(.h % d4~lgn. 1& tonct1on (.%-.-%)/2). 

Kxp11c1tant 1a not10n d'appllcatlon pnln"grale (volr §2, _. 
I84, tho 7). on troUTe 1 •• 'nonces equival.n~ sulvanta: 

Corollpn •• llD! application u: L ~ H (resp.: 
v: H ~ C) 8!t Pri1pHcr!l. drolt. (reap. pr41nttSgrale gauche) 

!!~~ 

lull", ~ h 1Iu11 (nsp. I!vU" ~ hl!v8>· 

Corollaire l. W !ppl1catlona . compoa4ea L ~ B ~ C, 

B.J4 c ~ L, C -!4 L -x. B !.2A1 1nleuy.s. !1 S!.!l .! 

lvul" ~ hlTl lui. 
Lea d.ux dern1~n. appllcat10ns sont d'ailleura 116me nuc14-
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aires, en vertu de §2, NR1, th.2, corollaire. 

En vertu de la rell&rquo qui suit i'tfnonc' de §" I R5, th.4, 

le th'orbme 1 'quivaut ausa1 au 

Th60rltllle z,. Qa .! l! formule 

Par dualit6, cotte formule equivaut d'ailleura A 

(6) ll' -' h \V/. 
Comparant avec §3, Bill, formule (2) on voit donc que I~\ 

est 6guivalente ! li, donc VI 6guivalente! .!i'. En d' autre a 

termes: 

.Corol1aire 1. 11 Z .! identit6 !E1!! formes (~ app1icati

.2!!!!.) pr'~nt6ua1ea et h11bertionnes, et E1! .! 

(7 ) UullA ~ llull/,,\" h llul~ • 
En particulier: 

Corollaire Z,. Sur 1e produi t ~ do\U oapacos Ll ot L2 

~ y.p:!!. L, ~ formol! int6grales !! loa formes h11 bertionnes .!!.!?!U 
1es mAmes, ot 2!l!. lIull.n. ~ lIu ll" 4~ I/u U ll. En d' autroc termes, 11 

:L !. identH' !!ll!:!!. fonctions f' L (r- ® It') inUgralos !! h11 ber

tiennes (NR 1, d6!1n1 tion 1), 1.e. (n t'" - It') 1ll !onctione 
. 00 

gUi .!!2!ll cOllbinaiaonB l1n6airos ~ fonctiona £. L (r- 0 t') !!!.ll-
~ poa1t1f. 

Pour uno forme b111n'aire u sur un produ1t C1 XC2 (?l et 

C2 du type .£> on a· lIuliWI .. IluU(§2, 1 11 4, th.6, cor. 1), d'ot!. 

on vortu de (6) 1lull.1l' ia h gull. On p~ut done appl1quer §3, Nil " 
th.3, eorol.3,4,5, on trouTe en part1culier: 

Th60rltme ~. SoH C - Co (M),!2!! u une forme hermitienne 

continue ~ . C XC, ~ g existe ~ lIIeBure pod ti TO ~ ~ M, 

~'!!.2!!.! ~ hUuU, !!.ll.!. que u «. Tr- ,~. Tr-(f,g) .. Ifg df· 

(011 montre que h est encore la lIlei11eure constante dana 

cet 'none6, qUi n'eat qu'un tran~fora6 du th60rltllle 1 par polarit'). 

Conjuguant (6) avec la formule !!.'f!L' (§3, NR 4, prop. 3) 
on trouv. Ie 
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Corollain 1. Qe ~ J:!!!! intfgali t~ 

(8) lL~1e ~I (ou encore IA\ " kl!.' ) 
"«' 

ou 1" lc , j h '" 2 sh Z • 

En d'autrea terme., une forme ou application qui a la pr£ 

pri4U de prolongelllent-relbvelllent est hilbertienne, et Hull!!.", 
" lc Uull~/" Enonc~ 4quivalent: 

Corollaire £. ~ application lin~aire continue C ~ L 

(0 ~!I.E!. ~,L ~ ~ 1) ill ~ ~ hUbettienne ~lcllull, 
v If 

1.e. ~ factorise.!ill 0 ~ H ~ L. ~ H lli 1m .space 2.! 
Hilbert !! ~v~ IIvll, lellull. (La constante Ie .!.!!! celle ~ .£2.!:2l
laire 1). 

(On peut d'ailleur8 expliciter encore T et It en appli

quant direct8111ent §J, IRJ, th.3, cor.4). 

(9) 

La conjonction de8 formules (·5) et (8) donne le 

Corollaire ~. Q!! !! ~ tn~gsU.H' 

/1\\ .!:.e WI 
~ d'autreB~. ~ application lin4aire continue u: 0 ~L 

(0 du ~ Q, L du.:U.l1!. lJ ill p~.1nt~grall!, et lIull,,,, ~ 

$ .e.Uu II. ~ ~ applications compo8~e8 L -'4 O....:r... L ...!t,. 0 
u v It I IL-'I et 0 ~ L ~ 0 ~ L Bont integrrJ.ee, II 2!l ~ ,.. ..... I" (. 

~.e Ilvllllviliuli. 
(En fait, 1& deuxibme application est -mallie nuc14aire, 

comme on voit enfactori88nt u en C --+ H --+- L (corollaire 

2) et en natant que. H --4 0 ~ L eat nuclea1re.(th.l.cor.2». 

En vertu dee formules 

" N'l 01°02 - 01 002 , 

(§2, XR4, th.6), Qn obt1ent, COlllpto 

" J1 
(10) 01 ®02 - 01 ~ O2 

v 
.. Ll ~'L2 (11) L10L2 

En part1cu1ier, dana le cas 

§3, HQ2, cor. 2, on trouv. le 

tenu du th60rbme 2 

01 - C2 , conjuguant (10) aveo 
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ATh~orbme i., So it M Ba espace localement compact. Alon 
C (M)~C (M) s'identitle ~ l'espace des combinaisons lin~a1res 

o 0 - -- --
~ tonction.e t£Co(MXM) de t,.pe pos1tH. 

De mAme, la tOI'llule (ll) perIDot, compte tenu de §3, HII3,th. 
, 1 v 1 

3, cor. 5 de donner una intereretation de L (~)~L (~), en sup-
posant connu l'upace L2(fL) (2g L2('i'). 

S1gnalon.e que chacun dea rtfaul tats precedentseta1 t equiv.!! 
lent au theor~me 1 (en,. tai.ant abatraction" 10 cas echeant, de 
la valeur ds la constante h). Au BII 4 noue Terrona encore diver
ses con.eequencea moins forte •• lotons aeulement ici que comme on 

a , /8 '\ ~ /1\\, la fol"llul. (5) lJlpl1que /}i'\ ~ h.11: c' sst Ie the
orlme 4 de § 3, II 4, aaut qu'on n'obtient pas ic1 la val~ur de 
la lIeilleure constante a' d. ee thcfonlll •• On aura ~ priori (T ~ h; 

". comme on a vu que ~ - 2' eela prouv. h ~ 1r (premibre des in! 
gal! da (1». 

3. Demonstray1on ~ tbcforllle fondament!l. 
Pour fixer les id4.a, on s. placera dana la theorie "reel

le". Soit hn 1a nor.e pr4integra1e de l'applieation Identique 
de l'espace de Hilbert B d. dimension n sur lui-mOm •• 11 taut 

prouver que h - lim. h .( + 00, et la I11111te en question sera la 
n 

meil1eure constant. dana le thlonme 1. h eat.auesi la norme 
n 

preintegra1e d. Is foI'll. u(x,,.) ~ (x,,.) sur BXB, done (HR 1, 

prop.2 .t foI'llul. (2» hn !!111 gona. ipUp=al. !!!. ~ tonetion 
(X,7) - coa 6(X,7}.!K 8 XS, o~ S de81sn. 1s .ph~re unit4 da 
B, at 0 (x ,,.) l' angle compr1. 'entre 0 at 'tt"' d. d.ux Teeteura 

WI,1 taire. It.,.. Pour faire le oalcul, r.preDOIUI 1& 44aonatration 

du I" j 15, th.4. loua 7 .TOa. 1ntroduU de t&Qon naturelle un. 
tonction t. aur 1. groupe orthoCO~ G d. H, par 

(1) 

(a, point fixe d. S), tonction qui n. d'peDd que de a.a et ~ut 
done au.aai Un regard4. eOlllle uno foncUon 4e norse 1 aur l&a
ph~re unit4 S. (On av.it vu que 

(2) 'f «(-'2)?o*to « I fo*to o~ O¥l po.. C(>(a)-(a.a,~). 
~ 
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Calculons l *~ . On volt auasltOt qua l - ~ " d'ou 
, ,0 0 , " ' o . 0 , , 

?o*~ (t) - f ~ ('a) ~ (a-lt)dm(S) -
o GOo , 

-f, ago(a.a,a) sgn(t.a,s.a) da(a) • S. sgn(a,x) sgn(1,X) 
G , S ' 

dill' (x) , 

OU x - a.a, 1 - t.a, Ill' d4algnant la lie sure aur ,S 1.lAage de la 

IIsaure de G par 1 'appl1cat~on a --+ s.a. L' int~grande dans le 

, dernier lIleabre De d4pend que de la 'proJection de la dellll-droite 

Ox aur 18 plan R d4~1n1 par a,1, qu' on peut prendre pour plan 

coordonn4ea. On en conclut que l'int&grale eat 'gale a 

~ J sgn(a,x)sgo(1,x)dx • ~fT' sgo.cos'- sgn.coa(1.-9)d>. 
,31 0 , / 

ou on pose e. 9( a,7), 31 4tant la circo~'rence un! t4 du plan 

B. On troUTS aussitOt pour l'lnt'grale du dernier membre la va

leur :! - ed' ou 
2 ' 

(4) to*~o - to*to - ~f -9) ou a(s) - a(s.a,a). 

00 
Or, de ~a~on g4n4rale, sl ~,g c L (m), consid4rona la 

tonction g*~( t -la) aur G X G, c' est la m01enne sous G, dans 

Loo(G)('G) ~aible, des translaUes de la ~onction ~~g(s,t) .. 

, - t(s) g(t), done elle est lnt'grale (d4~lnitlon 1) et de norme 

1nUgrale ' ~ IItll.ljgU ... En particuller, lo*~o(t-la) -
2'" - :;,(2' - a(s.a,t.a» est de norme 1nttfgrale '-1. De plus elle 

est de t1pe poait1t. Comae slle ne d4pend que des cl~8ea s.a et 

t.a de a et t. on peut 4noncer le r~sultat ~qulvalent: 

Propos1 t10n 1. ~ S la spb~re un! ttf ~ espace !!! Hll
~ H. Cona1d4rona ~ ~onction 

(5),' \D( ) 2(~ 9( » \0 X,1 .~ 2' - X,1 

~ sxs, 9(X,1) 'tant l'an&le (collpr1s!!!!tt 0 !1 1) ~ 
vecteurs uni talres x ,1.!!.2!:! ~ 0 est 1nt4grale !1 !!! !u! l!2,

!.U!!, !l. .2!! .! 

(6) 

(Il n'eat d'a1l1eure plua n4cessalre aaintenant de suppaser 

H de dimena10n tinie). On a TU en e!tet que IIlfo U" 4 1, a&1. on 
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a aU8s1 II!fo ll" ~ II fo 1100 - 1, d'ou l'~gal1tcf dans (6). De (5) on 
tire 

00 

(7) OJ 1\'" ~ k+l .l.. ". k (x,y)=cosO\x,y) - ee~!fo = ~(-l) kl(2 fo> • 

D'autre part, on v6r1!ie sans peine que le produit de deux !onct1 
ons int6grales ! ,g sUr un produi t M X I est inUgrale, et 

lI!g II" " II! U" 11611" (en d' autres . termes l' espaces des !onctions in
tegrales sur M X N forme une algllbre norm6e complllte sous la mU! 
tipl1cation ord~na.ire). De ceci et de (7) on concllit que la norme 
1ntegrale de la fonction (x,y) est 

00 00 

~ L: :. <r Ufoll )k .. L: k~ (~>k .. Sh~. ~ . 
k=l leel 

~ 
Comme nous l'av1ons d1t au dcfbut, ce~a prouve h" sh 2' et achl-
ve la demonstrat1on du thcforeme !ondamental. Signalons aussi que 
dans 18 cas ou H. eat de ·diJIiension tinie, les !ormules (4), (5), 
(7) permettent d' exprimer la !onction (x ,y) sur s X S. canoniQue

!!!!!!1 11 I' aide d 'une mesure de norme sh I sur 13 )(.13, ou 13 desi
gne la 'boule unite de Loo(m'). 

On a obtenu en passant, compte ~enu de (2), (4) ,et de la 

definition (5), la relation interessante en elle-mame 

(8) 
, T 

o <.<... (x,y) 4. '2 ~o(x,y) 
l.e. le premier membre de (7) est majon. pour ~. par Ie P!1"81li 
er terme de son d6veloppement ·en e'rie. (Rappelons d'ailleurs que 
ce neultat contien~ pr4cisement Ie th.4 de §, •. BR 5). 

~.cons6guences d1verses ~ 1! theorie ~ operations li
neaires. 

a. Determination des applications linealr,s continue. ~:
.!!!. eapaceli . .£, !, .!!.. 

, Blle est raaen'e. theoriquement A i~ determination des o~
rations lineaires continues entre eapaces de Hilbert (qu'on .st 
en droit de supposer connuel). En ef!et. d4!8 theorlmes classique8 
permettent de deterainer concrhement · les applications E ~ C et 

(de fa~on transposee) L ~ X' d'un espace d, Banach' qualcon
que· E dans un' aspace ~o(M) ou LOO • et d'un aspac. Ll dane 
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un dual d'un espace de Banach (11). D'autre part, les applications 

C ~ H et H ~ L se rambnent aux applications L2 ~ H et 

H ~ L2 grAce au §3, NII5, th.4, cor. ', et 5. Les applications 

C ~ L ee !actorisent en C ~ H ~ L (N1I2, th.3, corol
laire), et d' aprh ce qui precbde C ~ H et H ~ L ee ram! 
nent A des applications lineaires entre eapaces de Hilbert. 

De plus, comme signale ~ la tin de §2, XR6, on sait maint~ 
nant determiner explicltement les diTeraes classes Wnaturelle.w 

d'applications lineaires entre deux espaces d~nt chacun eat du t~ 

pe Q.. ou .li. ou JL on trouve au plus deux ou trois classes dif
ferentea (auivant les cas). Lea applications de chaque claase ae 
concret1sent encore aiaement de fa~on \1en explicite. 

b. Aaeliorat1on ~ operateurs par compos1t1on. 

Pour la commod1te du lecteur •. nous allons regrouper ic1 
dans un tableau recapltulatlf les r8su1tats obtenua dans ce aens. 
Pour aimpli!ier, dans ~e m4m. sequence, tell. H ~ C ~ H, 
la mtme lettre peut designer deux espaces di!t4rents (du type 1n
d1qu~ par la lettre). Par a111eura, la sign1t1cat1on ldu tableau 
est claire. 

(1) B ~C ~B, H -') L -fH 

H-+ ~B-+.C. o-'il-+ ~B 

H-+ C'-' H-+ L, ~H-+ 1-+H 
(2) H-+ 1-+ B-+ C, ~H-+C~H 

H-"'" L-+ H-+ L, Ir+H~ L-+B 

L-+ H~ C 
(3) H -+. c-+ L 

C-+ L~ B 

(4) I L-+C .... L-+O 

C-+L-+C-+L 

H11bert-Schmidt (§3,IR6,th. 
6,oor.l) 

int4gral 
nuc14a1~ 

nucl'ai~ 

int4gral. 

Duc14a1re 
(182, th.',oor.,) 

On TOlt un.e1 qu'en coepoaant 4 (nap.5) op4rateur. lin'a1 

rn entre .. pace. du t1pe ~,£ • .!!. dont deux oon.4cuUf. appar~.! 
ennent l de. t1pe. diff'rent •• on obtient touJo~. una applicat1-
on 1ntegral. (~ap. nuol'.ire). Bn compoaant dana 1 •• ma.ea cond! 
tiona un nombre plua 'ley' d'op4rateure, on obt1ent donc de. ·opt 
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rateurs, on obtient donc des ·operateurs de puiSsance p.~me aom

mable", avec p (0 ~ p ~ 1) d'autant plus petit qu'on aura compo

se plus d'operateurs «(.), Chap. 2, §l, N~l et NQ3). 

c. Caracteriaationa vectoriellea-topologiQuea ~ l'espace 

£! Hilbert. 

Propoeition 2,. Soit E ~ eepace ~~, If l'appl1ca-
tion identigue de E ~ E. Lea conditione auivantee ~ egui-
valentes: 

a. La~£! E lli egui valente !~~ hllbert1en-

ne. 

b. ~ ~ hilbertienne. 

c. If ~ pretntcgrale • 

• d. H ~ ieomorphe ! la foia ! :!:!! quotient ~ eepace !L\:! 
.lY.I?!!. .Q. .!!.1! ~ aoua-sepace d 'un eepace .1J:! ~ 1... 

En effet, a. equivaut ~ b. trivialement, b. equivaut ~ c 

en vertu de th.2, cor. 1, a implique d en vertu de §3, NQ 6, th.7, 

enfin d implique b en vertu de th.3, corollaire 2. - 11 eemble 

que lea crit~ree de la propoeition 5 aoient lee premi~ree caracti 

riaationa vector1ellee-topologiguee (et non metriques) connues 

pour l'espace de Hilbert. Signalone qu'il y a une variante metri

que evidente pour l'equivalence de a et b; il eerait iniereeeant 

de prouver de m~me la variante metrique de l'equivalence entre a 

et d (un Banach qui est metriguement iaomor~he ~ un quotient d'un 

eapaco du type .Q.. ot &. un sous-eapace d'un eepace du type L.,es! 

il un eapace de Hilbert?) 

d. ~ theor~me £! Littlewood. 

La theor~mel, corollaire 1 prouve en particulier que l'a~ 
p11cation d'1ncluaion &2 ~ ~ eat preintegrale gauche, at 

l' applicat10n d'incluaion £.1 --. .&2 (transposee de la prece

.dente) eat preinUgrale droite. La Q.'-:-norme (reep. la L..'-norme) 

de cette application est _ h; en fait, une methode directe tout 

It. fait . d1fferente ,qui ae trouve impl1ci tement dans . Li ttlevood (81 • 
• ontre que cette norme est exactement ~. L'enonce obtenu peut 

a'enoncer d'ailleure de bien d'autrea mani~res equivalentes, par 
exemple: 
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Th6or~me 2 (Littlewood)(12). Soit L ~ eepace du!lE! 1. 

et l' application d 'inclusion ~ de ~ ~ [2'. A fortiori, tou

!!!. ~ eommable ~ L ~ ~ ~ de ,~ qui lli de carre 
eommable. 

(3a rappe1er 1'interpretation de 110 E donnee au § 2, 

fin du NQ 1). Dualement, cet anonce equivaut a~ 

Corollaire 1 . .§2ll C ~ eepace du ~ .Q. On ~ 

(6) i2~ C C, ~o ® C 

!It I' application d'inclusion !.!!.! de ~ ~.J2'. 
Signalona,que dans , l'enonce du thaorbme 5, ~ est la 

meilleura constante possible, mAma pour majorer la norme de l'ap

plication d'inclusion &10 L --? g.~. - Comme .£2 ~.£o eat 
preintegrale gauche, aa compoaee avec l'appllcation d'lncluaion 

~1 --+ ~2 est integrale. Ce~a peut d'a111ours se voir aussi 

d1rectement de fa~on bien elementa1re, on trouve mOme: 

nl Corollaira ~. t'application d'inclusion de .& dane .£0 

~ integrale I !! 2 !!.2.!!!!! 1ntegrale 1. 

(Voir (71, KQ 3 pour la demonstrat10n at d1verses tormul~ 

tion equivalentes lnt'rsssantes). 
Du theor~me 5, on d6du1t par exemple t~. 81mp15mant 1& &! 

neralisat10n 8u1vante d'un th'o~me claaslque de L1ttlewood: 

Propos1 tion .§.. ~ G ~ ~ abelien c11scA't, f Je.!. 

fonction ~ G telle ~ l! produ1t ~ f par ~ tonctlon 

~ G n! pren;nt gue l!! valeure +1 11 -1 sQ1t com~1na1son 

lineaire ~ !onctions ~ llR! poSit1t. (~. transformee ~ Pou

!:.!.!!:~~~l!~~ 4. ~ t !.!!.!~ ~ 
eommable. 

On montre eo atfet par un raieonne .. nt bien etand~ d'A
nalysa Fooctionnelle que 1& famille dee f(e).e, consid6r4ea com

me !onct10n. ,our G, eat aomaable dana Ll (?). Done la familla 

dae normea, ~ eat (It(.)I), est de carr4 aoaaable en vertu du 

th'o~ .. 5. 
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e. Complements ~ lea fonctiona integralea. 

Soient M et N deux espaces localement compacts, munia 

de meaures positives po reap. \$'. Soient 1, ~ p,q ~ +00. On ve

rifie que LP(t'") ~ Lq(..f) peut se realiaer, de fa<;on naturelle 

comme sOUB-eapace de l'espace des fonctione localement ~0~-soS 

mables sur MXN. S1 done geLP(~)0Lq(..r), et s1 feat une 

classe de fonctions mesurablee sur KXN, fg est une claase de 

fonctiona meaurables ' sur XXN. 

Proposition 1. Sous !.!! conditions precedentea, & 1 <. q <,+00, 

et a1 f ill ~ fonction integrale!!!!: M X Ii (liQl, definition 1.), 
~ LP( fA-) ~ Lq ( >i') est stable ~ous multiplication par f. Re-

ciproguement, ai la fonctio n mesurable f · ~ Mx Nest telle 
2 ...... 2( ) . . 

gUfl L (t'") ~ L . .r !st stable ~ multiplication par f,~ 

f ill intagrale •. 

La partie directe reeulte facilement du fait que f eat Ii 
mi te fai ble dans , Loo ( t-L ® .r) de comblnaisons lineairea convexes 

de fonctions g0h (g e.t hdana 10. boule unite de Loo ( r'-) 
00 2 -"2 

reap. L (-r». Si reciproquement L (p.) 0L ("') eat atable 

soua multiplication par f, cette operation de multip11cation dans 

cet espace est continue (th. du graphe ferme). Utilisant §3, 1~3, 

th.3, cor. 6, on en conclut facilement que f de!lnlt une form! 
1 . li' 1 

l1nealre continue sur~ L (/4) cz, L ("'), done que fest du type 

,~. Or on sait que cela 1mpl1que mame que fest integrale (th.2, 

cor.2). 

5. Applications ! l'Analyse Harmonlgue. 

(Dana tout ce liR'~ on Se place dans la theori-e avec qoeft1-

cients complexes). 

Solt J.. une alg~bre involutive, <f une forme lineairs 

sur A. on deSigns par u f la forme aesqullinea1re sur A X A de

finie par 

(1) 

* On a ~ - (u'f) (ou 

* ' u'f(x,y) .. If(Y x). 

f* eat deflni par * * f (x) .. f<x ), et ou 

U*(X,T) - u(y,x». Par deflnition, la forme fest dlte positlve, 

est positive. Sion suppose ai elle est hermltienne et si 
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lIlair.tonat que A est une algbbre normae complete invo1utive, et 

que la forme tf est positive et continue, alors u<f eera une 
fonne sesqui1inaaire positive continue, donc hilbertienne (§3, NR 

2, th,2), Donc uCf eera encore hllbertienne oi If eet une com

binaieon l1naaire de tormes 1ineaires posHivef' c9ntinues eur A, 
* En particulier, supposons que A soit une C -algebre, alore il 

est connu que toute torme linaaire continue eur A est combinai

son 1ineaire de tormes positives (d'ailleurs automatiquement con

tinues) (13), Donc alors ulf est hllbertienne pour toute !feA', 
En fait, il n'est pas ditticile de prouver qu'on a m&lIle 

(2) 

Soit A, une *-algebre normae complete, i1 est bien connu 

(Gelfand) que ei pour tout x€A, on poee g(x) = Sup IPxll, le 

Sup atant pris pour toutes lee representations unitairee U de A, 

S est une semi~norme sur A compatible avec la structure d'a1g! 

bre invo1utive, plus petite que la norme donnee sur A, et l'ale! 

bre invo1utive comp1etee AJ est une C*-algebre, qu'on pourra 

* appeler l 'a C -algbbre enveloppante ~ ,A. On a une *-representa-

tion canonique (de norme ~l) de A dans la C*-algebre Af(qUi 

est -universe11e- dans un sens evident), l'1mage de A dans AS 

est dense. Donc l'application transpos'e est une application lin~ 

aire biuni vogue de norme .s,.l de AS dans A', qui parmet done 

d ,'ecrire Ai C A', Les elements de A~ sont des combinaisons li 
neaires de tormes positives -unitaires et Domaes- ' sur A (14},e~ 
si on suppose A2 dense dans A, c'est la une caracterisation du 
sous-espace A1 de A', D'ou une norme nsturelle ' sur l'espace 
des combinaisons lineaires de tormes positives unit aires et bor-

',nees sur A (saToir l~ norme. du dual de Af ), qu' on notera 

11'fllll' Avec ceth convention, 11 est immediat d'aprh (2) que l' 

inagali te 11u~lli ~ IIlf 1111 sera valabl.! pour toute If comme ci-
dassus, 

Dans le cas ou A est l'alg~bre de composition Ll(G} sur 

un groupe localement compact unimodUla1re G, les tormes posi ti
ves sur A sont automatiquement continues, unitaires at bornees, 

et celles s'identitient aux tonstions continues ~ llE! positit 
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~ G. Ce qui precbde det1n1t donc une norme r.aturelle sur l'es

pace des comb1na1sona I1neaires de tonct1one cont1nues de type p~ 

sHH sur G, norme not'e encore IIlfll Ji' D'a1l1eura, s1 If' eat 

un ~l'ment du dual Loo(O) de L1 (0), 1a torme seequil1neaire uf 

Bur LIXLl est de!inle par la fonct10n If(t-1e) de Loo(G:><G) 

par la formule uaue11e: 

(3) U'f(!,g) -<gd,~> - H!(S)g(t) <f(t-1S)dS dt. 

I ~ On dlf81gnera done encore par ~ If 1a !onction u!f( a, t) '" If (t s) 

aur 0 X O. On volt donc que sl If est comb1naison 1inea1re de 

!onctlons continues de type po~i tit, slora 1s. tonction U if' aur 

OXO est hllbertienne Oil! 1, de!in1tion 1) et II u'f'll H" II If II H' 

Rec1proquement,. ai u If eat, hllbertienne' et hermi tie nne , alora-

11 existe une ! dans Loo(OXO) telle que .,.! <.< uI(> <.< t et 

1I!II<>o~ ~ulfll.li. (~3. I1I2. th.2). L',ensemble dea t qui aatis!ont 

~ cea proprietea eat d'al11eurs une partie convexe !aiblement co~ 

pacte de L 00 (0 XO), invarlante aoua lea translations par le gro~ 
-1 -1 pe diagonal G: ~ t(r,t) - t(a r,a t). 3i alora on suppose que 

Ie groupe G admO~ une -moyeon- invariante-(lS), ,on pourra dans 

ce convexe trouver une f invariante eoua G, donc de la torme 

u't, avec i'€.Loo(O).Onauraalore -t<.< 1.£ <..<t ot 

lit 1100 ~ 11u,lIli' i' eera de type poeHH, et on voit alore aua

sHOt que 'f sera dif!~rence c:. deux fonctions E.. Loo (G) de ty-

pe poaHH, et de t~ons plus p"cise qu'on aura ~ ~ "lL " 11u~I~r 
On a donc obtenu (ind~pend .... nt des r4eultate des Nlla anterieura 

de ce §4) la 

Proposition §. Soit 0 .!:y! ~ localement compact uniao

dulaire, ~ E:. L co (0). lti. If .!!1 combinaiaon l1neaire !!! tonetione 
-1 continues de.!.Ll2!. poait1!, ~ 1& tonction u~s,t).<f(t a) 

~ GXG !ll hllbertienne,!1 IIUIfIlJi ~ 1I'f1l.l1.' l!.! "ciproQue 
!!1 !.!!8.! n1 ~ ~ que G ~'!:y!!' -.olenne inTariante-, ~ 

particul1l!r!1 G est compact, ~ IlbHlen. ~ admet ~ eui te de 

compoaition :t.2ru..! ~ !!.!! groupee. P.!!l!. .£!. .£!!..!1 <f !!1~-
tielllW (If(a) - fCa-I » sn ~!!!u. 11u~1 J!. - IIflill' 
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En transformant par dualit~, on obtient une caracterisation 

dea elements de la C*-algbbre enveloppante d3 Ll(G): 

Corollaire 1. L'application linealra ~ Ll(G) 011(G) dans 

Ll(G) defln1e ~ l'sppllcatlon bilineaire (f,g) ~ g.!, !! 
prolonge ~ cont1nuite ~ ~ application lineaire de ~ ~l 

li' 1 * 1 ~ T,l(G) 0 L (G) ~ ~ C -algebre enveloppante de L. 31 G 

adm~t ~ ~moyenne invariante-, c'est mAme la ~ homomorph1eme 

~ (~ ~ ~ homomorphieme metriquo pour ~ aous-ospacee 

herm1tlenfl). 

Co corollaire s'interprbte de faeon particulibrement con

cr~te (lai3see au lecteur) quand G ost discret. Rappelons d'al1 

* leurs que quand G eat abelien, la C -algbbre enveloppante de 

Ll(G) n'eat autre que l'eapace -tranaforme de Fourier- de C (t1) 
o . 

(ou ~ eat 10 groupe dual de G), qui 8 '1.1nterprltte par exemple 

c;mme un eepllce de dlstrlbutlonasur G (16). 

Cos enoncos ee transforment de fa~on remarquable, sl on t1 

ent compte mllintonant du th.2 (NQ2). Alnal, aous . lea conditions 

indiqueea, ~ fonct10n ~ELOO(G) !!1 combinaison linenire de 

fonctions continues ~ !l£! posit1! !1 !! seulement !1 ~ !oncti-
-1 . 

on If ( t a) ~ G X G m integrale, alors ea norme Integrale 

eat ~ h U ~ llli' ou h eat la conatante du ~1!2 (qul ost lel enc2, 
re la meilleure posslble, car on volt que l'4nonee present eet on 

fait equivalent au th4o~me !ondaaental du 112). D'al11euxa, e1 

G est abelien, lea !onetlonsenvlaag4ea aont (d'apr •• Ie el .. a1-

que theoreme do Bochner-Godemont) loa ~ranetorm4ea dePour1.r d •• 
mosuroe bornooe aur le groupe dual G. 31 !f est tranatorm40 do 

p., on a f(t-1s). J .... a(t-la) d po(s) • f i(a) em d,..(e). 
, G . ~ . 

d'oo. u .. 1. e®i d,..(e). d'ou 8U5sitOt l'lnegallti 
If G 

(4) 

lSi 'f eat tranatonHe de Pourier de 1& lleaure born4. 

conclut que 81 on 8uppoae 'f herIl1:U.nne. ·on & .... 

( 5) 1~,1I1\o • ~'f" i - U If "I. - II ~11. 

)I- .On 8n 
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Do .4m. 10 corollaire 1 eat encoro valable 8i on y rempla

ce Ll!' L 1 ' · par I' oapaoe plus aympathlque L 1 ® L 1 , en vertu de 

NQ2 , formule (11). 

Entin, noUB obtenons uno dern1~re formulation equivalent. 

int4res8ante du th60rb.e tondamental: . 

Corollaire ~ Soi t G E! groupe compact, u ~ tormo bi-

11n4aire continuo ~ C(G»)<C(G) invariants par translations 

gauchee: u(t ,S) - u('r.!, t:sg) ~!.2!:1 !....!! g E: C(G) et ~ 

s-'G. ~ u .I!!.!ll s'etendre R!.!: continuit& ~ ~ forms bil1-

neairs continue v ~ L2(G).><L2(G), de!l2.!:!l.! ~ hllull. . 

Soient en ettot t et S deux 41emonto de C(G), on a 

_u(t ,S) .. (ug.t ' ), (on poae g(a) - g(s-l) ~tl. ul*! sst regard6 

comme un e16ment do C (G ~ ~ C (G). Or on a I18d U Ji ~ II.! I~ IIsll2 cOla 
me il ost bien connu (17 , done d'ap~a ce qu'on a dit 

iUg*tll" ~ h1rt ll lL ~ hlltl~IIsI~. On en conclut lu(t,s)I" 

~ h;t I~ Us 12 1luU, c.q.t .d. 

J'ignore oi dana la proposition 8, douxi~DO partie, la rs~ 

triction sur G .st neces8air •• De D'.O, 11 •• t peut-&tre inuti-

10 de 8uppoasr ~ heI'1ll1 tienne dane la tormule lu\,I,!- - U f I .!!. • 

6. QuelgU!8 9B!stioqe 2uyert.s. 

Ci tons d' abord, pour m_oin, la plus important. de tout .. : 

1. frobl.,. d'apPr2!1!at1oA: tout· •• paee do Banach est-il 

accessible, ou •••• .4triquement aceesible? Cela ae.bl. improbable. 

Voir pour de. d4tal1. aur cetto questlon ot s.a T&rlante. 108 no-

t .. (2) tit (J), &1nal que (41, Chap. 1 , §5. 

2. BtlaHOQII.!.!l!I!. ®-norn,1J !l!tw!llu. Rappe10ns qu'on 

ignore 81 .£. eat doa1n4e par E: (ou ee qui r.vlent au ma.e, 1-
domln4e par !.'), volr §2, IU6. 

J. Plellhuree COMt!l9tes. Pour oxpr1mor los relations entre 

10& 0 -nomeo nat~lle., noUB avoNl introdui t 5 cONltantes: g 
. .". 

(§}, N1I4), crHJ, )1115), h,k,t (H,liR2). Seul. 1a vahur Q" - 2' 
est connuo, pour le8 autree constantea on n'a que dee inlgallt4a. 
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D'ailleurs aBuf f' Bucune de sea constantes ne feut ~tre egale 

~ 1. 11 n'est d'ailleurs par certains que ces constantes solent 

les mAmas dans la -theorie reelle- et la -theorle complexo·. 

* 4. Proprlctcs algcbrico-topologiques des C -alg~brea.So it 

* A une C -algbbre. Le thcorllme 3 du N22 auullre la conjecture 3:l! 

lvante: Sol t u une forme aesquil1neaire continue sur A>< A , peu1 

on trouver une forme positl ve If s~ A telle que u« u'f (ou 

on pose, comme au n Q5, u~(X'Y) ~ fey x»? S'il on etalt tOUJours 
alnsl, on pourrait trouver une constante unlverselle A (peut on 

. prendre mAme 1\ .. h?) telle que l' on pulsse choisir cetta ~ de 

norme ~ :>.Ilu U. Il suf!1rait de prouvar. alors l' cnonce sous cet

te forme pour le cas ou A est du type LeH), H .ctant un espace 

de Hilbert de dimension finie. Cette conjecture pout a'cnoncer de 

diverses autres fa<;ons equivalentes dignes d'interAt. Signalons 

qu'elle impllquerait que toute forme bl1ineaire continue sur le 

* produit de deux C -alg~bres eat hilbertienne. Quand l'uno des 

* deux C -algbbroa eet prise cgale ~ . ~, on obtlent facl1ement la 

consequence auivante: toute ouite aommable dana Ie dual A' d'une 

* C -algllbre a une euite de normes qui oet de carre eommablo. Cela 

permettrait par exemple de prouver la proposltion 6 du NQ4 aana 

euppoeer le groupe G abellen. 

5. Rcc1progues d1veraea. On a vu un grand nombre de proprl 

etae bien apeclaloe pour loe espace~ .£. 1., .lI,! .:[". On pout oe 
poser ls quoet10n 81 ellee sont caracter1etlquoe dane uno certai

ne mesuro. par exemple: 81 un eepsce de Banach E est tol que 

.&.1 ~ E C,i2 ® E. l' app11cat1on ldentique de E Bur lui-mAme eat
olle de type ~? (Coaparer Kg 5. th.5). Un resultat t~e partlcu-

11.r de ce genre .• a&1e de nature IIIHr1gue. est "d"~nnk&na (6). On 

peut ausei relll&l"q.uer que lea propr1ede auxquellea 11 eat f81 t &.1. 
lus10n ci-deesU8 peuvent AU8sl e'expr1zer comme des proprletea 

pour dee appl1cat1OM ~ ~ correspondaat ~. 14. 11. 21.T. On 
pout eo deaander pour chacune el elle impliquo dejl que i7appllc~ 
tion l1nl.ire en queation eat d'un type .£. etc. dltenain4. Do 

tellea queetlone ee po.ent 4e !~on 1zp4ratlYe quand on Tout par 
ex .. ph r4.oud" 1a qu..Uon au.1Y&Dt •• 
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6. Comparaiaon.!!.! E ® P !! E 0p. 11 est bien probable 

que al ces deux espaces sont identiquee. E ou P est de dimen
sion tinie. Des r~sultate partiels dane ce sons sont donn~s dans 

(7). Une question plus tlne. pos~e par la theorle dee espaces nu

clealres (voir (41. questlon non resolue 3 - apr~s le Chap.2-). 
eat In sulvante: D6tennlner un entler n)O tel que. sl on a deux 

aequences d'operateura llnealres contln~ entre espaces de Banach: 

El ~ E2 ~ ••• En ~ En+l et Pl ~ P2 ~ ••• In ~ Fn+l ' 
telles que l' appllcatlon ' correspondante Ei ~ F 1 ~ Ei+l ® F i+l 
soit continue quand le premier espace est muni de lulv et le 

deuxillme de lui" (i-l ••••• n). alors le compose de l'une au moins 
de ces sequences est integral. 

Alors que les "resultats de ce travail. en derni~re Analyse. 

concernent pl~tOt lee espaces C. L. H que lee eepaces de Banach 

lea plue generaUx. la solutlon des questions 1.2.5,6 apporterait 

des progr~s declsits dans la connaissance de la structure vector! 

elle-metrlque tine des eepaces de Banach generaux. Jusqu'~ pre

sent. l'unique r~sultat de ce genre est un theorbme de Dvoretzky

Rogers. et ses consequences los plus 1mmedlates (31 • (71. 
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R B MAR QUE S. 

(1) --- Les notions et resultata de ce XR sont d~ ~ Schatten 
(10). Ila avaient ~t~ retrouves ind~pendamment par l'au
·ter. (101 est la premi~re etude systeJ;llatique des produi ta 
tensoriela d'eapaces de Banach. 

(2) --- Maia Is queation de aavoir ai Hull"" 1 u I" offre dej~ 

des d1!!!cult~a es~~ntiellea, et aa aolut1on par l'af!!.!: 
mative dans Ie cas :gtSn~ral equivaudrait au :fait que tout 
espace de Banach · Ee·stmetriquement accessible ([41,§5) 

d'ou resulterait .donc . 1~,lIo(," lule( pour tout 0(, tlans 
touS lea cas. 

0(. 

(3) --- La queation 8st114e: lt. la suivante: Soit E 0 F le quot! 
0(. . . 

ent de 11: ~ F envisag6 .au d~but de ce XII; on a une appl! 

caVon l1neaire canonique de norme ~ 1 de E ~ F dana 
E ® p., eat-co. m~me un fsomorphiame m~trique? Je l'ignore 

IIIAllle ai I)(. - 1\, 1.e. j'ignore a1 une application nucle

aire a mAme norme nucl~aire que aa transposee. La the~rie 
ae 8imp11fiera1t beaucoup (gr~ce en particulier au NR 4 , 
tho 4, cor. 2) 8i on savait qu'on a toujour8 N~(u)=l/ulll(, 

'" I(, i.e. quo l'application canonique E ~F ---'" B (E' ,P') eat 
un homomorphlame m~trique. II 8uttirait d'ailleura d'eta
blir ce r6aul tat pour oc. '"' 1\. Cela aurai t de nombreusea 

consequences. Par exellple, tout 8apace de Banach !tt:cea-· 

aible aerait d~jA lIetriquement accessible. 

(4) Voir (6) pour plus de details. 

(5) Il revient au lI&me de dire que 1e polaire po de , eat 
!aeteur direct ians E'. Celto condition est d'ailleura 
sut:fisante dans la plupart des question ou d'babitude on 
exige l'exiatence d'un suppl~mentaire de P. Elle eat par 
exomple vlri!i6e cbaque toia que , oat un eapace Co(M) 

(voir §~~ XR 2), tand1a qu'il se pout tort bien que Co(M) 
, ne 80it pas tacteur direct dana E. (Aine1, s1 Co(M) eat 

de dimenaion intin1e et -'parable, 11 n'ost pas tacteur 
direct daa. aon bldual). 
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On appelle semi-norme preh1lbertienne sur un espace vect£ 

riel E, une semi-norme du type (u(x,x»1/2, ou U est 

une forme hermitienne positive sur EXE. 

(7) --- L'introduction do l'espace P, commode dans toutea lea 

question d'antilineairite, est due, eaut erreur, ~ J. Di~ 

mier. 

(7 bis)-Il ne faut pas croire cependant que tout element hermitien "'_ 
de E 0 E, tel que la forme hermi tienne sur E' X E' qu' il 
definit soit hilbertienne, Boit dans E ~E. Cela est dej~ 
faux dana le cas ou E est du type ~. par exemple l'os

pace So; e~:o cas J... ~ous vorrons d' ailleurs - §4, Ng 2 -
qu10n a E ~E - E®E, ot les .!i.-formes sur E'~E' sont 
identique8 aux formes integrales. Cela montre donc en mA

me temps qu'une application lineaire integrale et compac
~ pout ne pas Atre nucleaire. 

(8) --- On va pour fixer les ideos noUB placer dans la theorie ~ 

scalaires reels. Le resultat (th. 4) sera encore valable 

dana la theorie ~ scalaires complexes, par une variante 

facile de la demonstration donnee ici. 

(8 bis)-Une theorie de la dualite pour lea operateurs dans l'esp~ 

ce de Hilbert, englobant les resultats deSchatten,peut 

se deduire par exemple blen 8implsment de la formule aui

vante: 

(OU u et v aont doux operateura compacta). Cette for

.U1e, sans doute bien connu8, se demo~tre simplement par 
l'elegante methode de convexite. de H. Wey1.(11). L'ex

ploltation systematique de 1'idee de Wey1 a falt 1'objot 

d'un seminaire ~ l'Universite de Sao Paulo en 1954 (non 

redige). Sa methode,convenab1smsnt adapde, peut servir 

. aU8~i pour les traces sur .des alg~brea lnvo1utivea gene
ralea, voir le seminaire l30urbaklDecembre 1954. 
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(9) --- On montre qu •. r~ciproquement toute -gauge-tunction- ept 

du type ~. Cela montre en particulier qu'il exist. une 
in!1niU continue de ®-normes non 6quivalentes. . . 

(10) --- En fait. on prouve que. sau! le cas OU I~ es~ &qulva

le~te alanorme S~p Ifil. i.e • .llullO( 6quivalente a 
la norme usuelle des op6rateurs sur L(Hl ;H2). les ~

applications d'un Hilbert dans un autre eont compactes. 

et que 1/u1l0( .. Re( ( ~1 (u». ou pour une sUite pos1t;.ve 

quelconque ( l'1)' on pose 10(( ~ 1»-
.... lim 1 .. (°1 ••••• 0 .0.0 •••• ). ·(Ma1s bien entendu; cela ne 
n~oo ... ;) . In 

prouve pas que u 801 t 0( -nuclea1re. bien qu' 11 en s01 t 

ains1 dans les cas UBuels. notamment dans le cas des p
normee classiques). 

(10 bis)-Rappelons (§l, NR6) que dans le casou rest reelle • 
. Ur 110( n' es.t pas la mAme su1 vant qu' on . se place dans la 
th60rie a scalaires rielles. ou complexes. 

(11) --- 11 s'ag1t notamment du theor~me de Dunford-Pettis. vala
ble par exemple si E ou Ll est s&parable. Remarquons 
qu'on n'a pas d'4nonc4 simple correspondant pour les ap
plications lin6aires continues d'un espace Ll dans un 
espace de Banach quelconque. Deja l'application identi
que de Ll sur lui-m&me ne pout s'obtenir (ai la me sure 
P" n'ost diBcr~te) par une application mesurable 4e M 
dans Ll. 

(12) --- A la terminologie pr~s. ce th6or~me figure dans (el pour 
L =1}. Faute d'une terminologie suggestive, Littlewood 
ne semble pas s'&tre aper~u de la g6n6ralit6 de son r6sul 
tat. Contrairement a son habi tud·e, 11 ne donne pas non 
plus la me111eure constante. 

(13) --- Ce r6sultat a 6t6 publi6 par Takeda, Proe. Japan Acad. 
30 (1954), 90-95. II avait 6te obtenu a peu pr~s simult~ 
n6ment par l'auteur, avec une d4monstration voisine. en 
IIAme temps que divers r6sultats connexes .. 
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(14) --- Pour toutes ces notions, voir Gelfand-Naimark, -Rings 
with involution·, •••• 

(15) --- Nous d1rons avec J. Dixmier qu'un groupe topologique G 
admet une -moyenne invariante- ~i, dans le convexe fai
blement compact form~des formes lin~aires positives de 
norme 1 sur l'espace CGO(G) des fonctions continues 
sur G, existe un '14ment invariant par translations. A
lore pour toute repr'sentation s ~ 'Us de G par 
des op4rateurs continua dans un espace localement conve

xe E, telle que les !onctiona <Usx ,x' > soient con
tinues pour tout x£E, x'E-E', et tout ensemble convexe 
taiblement compact K dans E stable soua G, existe 
dans K un 41'ment 1pvariantsous G • 

. (16) -- Ces distributions ne seront pas en glln&ral des meaurss, 

8i G n'est pas discrete C'eat :pourquoi c'est surtout 
le cas G discre:t qui s' interpnte de taowon bien simple. 

(17) --- ED ta1t, d'apr~s une formule de dllco-position cl8Bsique, 
tout. tonction !.g (t et g dana ' L2(G» est combinsi 

. - 2 
son l1n4a1re de tonctions du t1pe b*h (b E L (G» qui 

sont continues ' et de t7pe pod tit. L' inllgali til pr4ci8e 

Ilt*cD 4 Itll~lgl12 est par exemple une condqu8nce de 
la tblorie des alpbres uni talre.. vo1r. Godement. Thiorle 
des caract~res, Annals of Xath. vol. 59 (1954) p.55, th.,. 


