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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo estudar a aplicagio
do teorema de Cauchy, sobre produto de dois determinantes,
as matrizes quadradas de ordem 3, representando zonas cris-
talograficas.

INTRODUCAO

E conhecido, em algebra, o seguinte teorema de Cauchy:
0 determinante-produto de dois outros é 1gual a0 produto
desses determinantes.

Este determinante-produto pode ser obtido de quatro
maneiras diferentes, a saber: fazendo a multiplicacdo linha
por coluna, coluna por coluna, linha por linha e coluna por
linha.

Por outro lado sabe-se, em cristalografia, que o deter-
minante de uma matriz quadrada de ordem 3 é igual a zero,
uma vez que os numeros de cada linha formem, em conjunto,
o simbolo de Miller de cada uma de trés faces pertencentes
a determinada zona cristalografica. -

Este trabalho tem por finalidade evindenciar certas re-
lagoes interessantes que se obtem, quando se aplica o teo-
rema de Cauchy a matrizes quadradas que representam ZO-
nas cristalograficas.

DEDUCAO
Designaremos por (I) e (II) as zonas primeira e se-
gunda que tomam parte na multiplicacdo e a zona-produto
sera designada por (III).

Linha por coluna

h, k, 1 AB1| ((Ah +Ck,+E) : (Bh; +Dk +F) : (b, +k, +1)
h, k, 1 x| CD 1| (Ah,+CKk,+E) : (Bh,+Dk, +F) : (hy+ky+1)
h; k; 1 EF 1| |(Ahy+Ck;+E) : (Bhy+Dkg+F) : (hy+kz+1)

Determine-se 0 simbolo da zona (II), por meio das
faces (ABl) e (CD1). Obtem-se:

[ry:r;:r3] = [(B—D):(C—A):(AD—BC)1.  Vamos pro-
var que as zonds (III) e (II) coincidem. Deve-se ter entdo:
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(B—D) (Ah, +Ck, +E) 4 (C—A)(Bh, +Dk; +F) 4 (AD—BC)(h, +k,+1)
(B—D) (Ah, +Ck, +E) 4 (C—A)(Bh,+Dk;+F) 4 (AD—BC) (h,+k,+1)
Estas duas expressdes, desenvolvidas e simplificadas ddo:

E(B—D) + F (C—A) + AD—BC = 0, 0 que .é exato.

Coluna por coluna V
h k1 AB1 (Ah, + Ch, +Ehy) : (Bh,; +Dhy +Fhy) ; (h; +hy+hy)

h, k, 1 CD1l) (Ak,;+Ck,+Ek,) : (Bk, +Dk,+Fky) : (k;+k;+kj)

hyk, 1| | EF1 (A+C+E) :  (B+D+F) : (1+1+1)

Vamos verificar que, desta vez ainda, & zona (III) coin-
cide com a zona (II). Devemos ter, assim:

(B—D) (Ah, + Ch, + Eh,) + (C—A) (Bh, + Dh, + Fhy) + (AD———BC) (h, +h,+hy)
(B—D)(A+C+E) + (C—A) (B+D+F) + 3(AD—BC) = 0

Desdobrando e ,simplificando obtem-se, respetivamente:
hy(AD + BE+ CF—DE—AF—BC) = 0, AD+BE+CF—DE—AF—BC =0

A expressio anterior, entne parénteses é igual a Zzero,
pois representa o determinante da matriz (II).

Linha por linha

hk, 1 AB1 (Ah, + Bk, +1): (Ch,+Dk,+1): (Bh, +Fk; +1) ..
nk, 1 |x/ CD1 || (Ahy+Bk,+1): (Chy+Dk,;+1): (Eh,+Fk,+1)
hk, 1 EF1 (Ahy+Bkg+1): (Chg+DKg+1): (Ehg+Fky+1)

Coluna por linha
h,k, 1| | AB 1| |(Ah+Bh,+hy): (Ch;+Dh,thg): (Eh;+Fhy+hy)
hk, 1 [x| C D 1 =| (Ak, + Bk, +k;): (Ck; +Dk,+ky): (Ek, +Fk; +k;)
hk, 1| |EF1 ‘(A+B+1): (C+D+1) :(E+F+1) "

Vamos mostrar que a zona (III), obtida em “coluna por
linha”, é a mesma que se obtem em “linha por linha*.:

(1)
... (2)
.. (3)

(1)
.. (2)
. (3
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O simbolo da zona (III), [R\R.Rs], tirado das faces (1)
e (3), em “coluna por linha”, é constituido dos indices:

R, = {(E+F+1)(Ch +Dhy+hy) — (C+D+1)(Eh, +Fh2+h3)}
R, = { (A+B+1)(Eh; +Fhy+hy) — (E+F+1)(Ahy+Bh,+h )}
R, = {(C+D+1)'(Ah1+Bh2+h3)— (A+B+1)(Ch1+Dh2+h3)}

Procuremos verificar se a primeira face da zona-produto
de “linha por linha” pode pertencer a zona (III) de “coluna
por linha”.

Devemos ter, nesse caso: ‘
R, (Ah,+Bk,+1) +R (Ch, +DKk, +1) + R; (Eh; +Fk, +1) = 0.

Substituindo, nesta expressio, os valores anteriormente
achados de R;, R., R, obtem-se, no primeiro membro, 108
termos que, ap6s simplificacdo, ficam reduzidos a 36, dando
como resultado final:

(AD + BE + CP—DE—AF—BC) (h,h, + hyk, + h,—hhy;—h;k —h,) = 0,
0 que é exato, Una vez que a primeira expressio do primeiro

membro, entre parénteses, vale zero, como determinante da
matriz (II).

Resultado smnelha.nte é obtido quando se ut.lllza a ter-
ceira face da zona-produto de “linha por linha”.

Os valores de Ri, Rs, Rs, podem ser assim escritos:
R, = (h,—h,) (DE—CF) + (h;—h,) (E—C) + (hy—h,) (F—D)
R,= (h,—h,) (AF—BE) + (hy—h,)(A—E) + (h;—h;) (B—F)
Ry= (h,—h;) (BC—AD) + (hy—h,)(C—A) + (hg—h,)(D—B)

Somando, membro a membro, estas trés expressoes,
obtem-se:
R, +Ry+ Ry = 0.

Relativamente as zonas (I) e (II) podem ocorrer os
seguintes casos:
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a) em atnbas, os indices do eixo de zona nao somam

R,
zero (caso geral). Seja —— = d e procuremos obter 3, em
; : R,

funcido dos indices das zonas (I) e (II).

No simbolo da zona (III) tem-se, entdo:
Ri=Ry, R:=3R;, Rg=—R,1(1+3). Basta tomar, pois, o sim-
bolo de qualquer face da zona (III) e levar em conta os
valores anteriores de R;, R,, R; para que se obtenha d.

Tome-se, por exemplo, a face-produto (1) de “coluna
yor linha’”.

Tem-se
R,(Ah, +Bh,+h,) +§ R,(Ch;+Dh,+hy) —
—R,(Eh, +Fh, + hy)— BRI(Eh +Fh2+h3) =0,

h,(E—A) + h,(F—B)

h,(C—E) + hy(D—F)

. b) na zona (I), de simbolo [r1:r2:r31, os indices somam

~ I
zero, tendo-se 2 = Q. Procuremos relacmmr ¢ e d
Ty a
A face-produto (1) de “linha por linhaf’ da: _
R, (Ah; + Bk, +1) + R,(Ch, +Dk; +1) + Ry(Eh; +Fk,+1) = 0...(1)

A face-produto (3) de “colunﬁ por linha” da:
R, (A+B+1) + Ry (C+D+1) + Ry (E+F+1) = 0 ..., Ve (2)

Subtraindo, membro a membro, (2) de (1), vem:
R;[A(h;—1) + B(k;—1)]+R,[C(h—1) + D(k;—1)]1+R[E(h,—1)
+FE—D] = 0 covviiineeeiiiinnnn. 3)

De r,4+T.41; = 0 tira-se Is=—r,—T, €, para a facé
(h;k, 1) podemos escrever hir; + K;r>—r;—T; = 0 .°. I iIx=
-(l—kl) (hr—l) ......‘.‘ ..... (4)
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‘Confrontando (4) e (3) obtem:se:
R, (Ar,—Br,) +R, (Cry—Dr;) + Rg (Ery,—Fry) = 0 ............... (5)

Substituindo, em (5), Rz por (—R,—Rz), 12 por eri,
R, por d R, dividindo por R.r;, tem-se:

Aq—B—Eq+F4+3(Co—D—Eq+F) =0 ...eouv..... (6),

expressao esta que liga ¢ e B,Iatravés dos indices da segunda
ZOma.

Vamos verificar em que condicGes a zona (I) pode coin-
cidir com a zona (III). Neste caso, ¢=% e a expressao (6)
transforma-se em: :

! ¢(C—E) +(A—E—D+F) +P—B =0 .......... (n.

Tomada uma zona (II) qualquer, tira-se de (7) o valor
de ¢ para a zona (I) e, apés multiplicacdo de “linha por
por linha” e “coluna por linha”, obtem-se uma zona-produto
que coincide entdo com a zona (I).

O valor ¢=% pode ainda ser obtido em funcio apenas
dos indices da primeira coluna da matriz (II).

Com efeito, valendo-nos da face (3) de “coluna por
linha” e levando em conta que o eixo da zona (III) tem por

simbolo [1:q:1+¢l, podemos escrever :
A+B+1 +q(C+ D+1)—E—F—1—q (E+F+1) =

. (C+D—E—F) +A4+B—E—F =0 ......0.o.00.0n (8).

Somando (7) e (8), membro a membro, obtem-se:

@(C—E)+ @¢(A+C—2E)+A—E = 0 ...... (9), da qual
E—A
se tira ¢ = ———
C—E

c) seja a zona (I)aqualquer.e [r';:r’2:r'3]1 o simbolo da
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= g e procu-
r
remos relacionar 8 e 8, através de indices da zona (II).

gona (II), no qual r’; 41’241 = 0, sendo

Temos, para a face (AB1):
AY';+Bra+r;=0 .. Ari+Bry—ri—ry =0,
T A—1 c—1 E—1

., = — = = =B ..... (10 ), tirando-
F o 1—B 1—D 1—F ' '

-se daqui:
A=p(1—B)+1, C=8(1—D)+1, E=(1—F)+1 ....(11)

Na expressdo (2), substituindo A, C, F, pelos valores
de (11), R, por 3R, e R; por (—R,;—R,), obtem-se:

B—BB—F+8F+8 (D—BD—F+4+6F) = 0 ........... (12)
Querendo-se 8 = §, (12) transforma-se em:
¥(F—D)4+¥D—B)+B—F =0 ........ccnvvun... .(13)

Tomando-se, em (13), um valor desejado para 8 =pe
valores arbitrarios para B e D, obtem-se F e completa—se a
zona (II) com A, C, E.

A multiplicacdo de “linha por linha” e “coluna por co-
luna”, sendo qualquer a zona (I), produz entao a zona (III),
coincidindo com a zona (II). .

d) nas zonas (I) e (II), os indices do émo de zona
somam zero, tendo-se ¢ =/=8 =/= 3.

'As expressdes (6) e (12) permitem relacionar ¢, 8,

e) querendo-sqe, agora, que as zonas (I), (II) e (III)

A—1 C—1 E—1
coincidam, temos: = = =@ eeeneanen (14,

ver expressao 10)
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Tirando-se de (14) A, C, E e levando-0s em (7) obtem-se:

B—F -
@ = ——— i (15)
F—D

Fixando um valor para ¢ e tomandd—s:e valores arbitra-
rios, na zona (II), para D e F, obtem-se A, B, C, E, comple-
tando assim a referida zona (II). .

Escrevendo-se, agora, uma zona (I), cujo eixo seja o
mesmo da zona (II), o produto de “linha por linha” e “colu-
na por linha” leva a uma zona (III), coincidente com (I)
e (ID).

SUMMARY

The present work has the objective of studying the appli-
cation of the theorem of Cauchy about the product of two
determinants to the square mairices of order 3 representing
crystallographical zones.
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