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1 — INTRODUGCAO

A anilise da varidncia em certos casos € perturbada pela
existéncia da correlagdo. Tal se da, por exemplo, quando se ex-
per1mentam doses diferentes de um mesmo adubo. Néste caso,
é pI‘eCISO levar em conta a correlagdo, sem o que a analise da
variancia pode conduzir a resultados falsos.

Em geral se supbe que a regressido é linear. Em experién-
cias de adubagéo, porém, é frequente o ¢aso da existéncia de
regressdo nido linear, geralmente do tipo exponencial introdu-
zido por Mltscherhch Este trabalho tem por fim espec1al estu-
dar a anilise da varidncia nesse caso.

2 — A CORRELACAO LINEAR E A ANALISE DA
VARIANCIA

Consideremos os seguintes dados (ficticios) onde se su-
poem 5 tratamentos e 4 repeti¢cdes. Os valores de x sdo as do-
ses de adubo usadas e os Y y sdo os totais de cada tratamento.

b4 0 1 2 3 4

2y 2 2 3 4 5

Uma andlise da variancia segundo o esquema corrente nos
daria :

Soma dos Grau de liber-
quadrados dos dade Variancia
desvios
Tratamentos 1,7 4 0,425
Residuo 2,1 15 0,140
Total 3,8 19

O valor de ¢} sera

0,425
W= = 1,74, insignificante.
0.14




A Lei de Mitscherlich e a Anélise da Variéncia 357

O fato de néo levarmos em conta a correlagdo nos levaria
a ésse resultado em desacérdo com a realidade e equipararia
os dados em apreco, onde é evidente a influéncia da adubacéo,
aos seguintes, por exemplo, onde tal influéncia nao aparece.

Consideremos, porém, a correlacio e vamos obter
r = 0,65, significativo.
A equacdo de regressdo é
y = 0,2x 4 04,
com a qual calculamos as médias esperadas. .-

x 0 1 2 3 4
Médias es- '
peradas 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20
Meédias :
observadas 0,50 - 0,50 0,75 1,00 1,25

+ A soma dos quadrados dos desvios entre as meédias espera-
das e as observadas da 0,025, nimero que multiplicamos por 4
(n°. de repetigdes). A soma dos quadrados dos desvios relativos
aos tratamentos se decompde, entdo, em duas partes:

Soma Grau de liber- Variincia
dos quadrados dade
Regressao
linear 1,6 1 1,600
Desvios a partir
dos valores
esperados 0,1 3 0,033
Tratamentos 1,7 4 0,425
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Temos agora
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O célculo riumérico poderia ser feito de maneira mais sim-
ples (1, pp. 41-43), mas a marcha seguida € mais conveniente
‘para a compreensido do que se segue.

Como exemplo obJeti'vo, damos a seguir a analise dos da-
dos de uma experiéncia de adubagdo fosfatada de milho, reali-
zada 'em Campinas pelo Engenhelro-Agronomo Glauco Pinto
Viegas. .

= 3,38, significativo.

x o | 02 | 050 015 | 1,00
‘ 2,82 334 3,90 410 | 468

y 2,40 452 3.64 3,56 6,46
2,80 280 | 336 430 | 448

1,78 4,714 3,68 414 | 394

> 9,80 .. |. 1540.. | 1458 | 16,10 | 19,56

Cada linha horizontal representa um bloco Os dados se re-
ferem a produgdo em quilos por canteiro de 30m2. O x estd ex-
presso em quintais métricos de P205 por hectare sob a_forma
de superfosfato. Além da adubagéo .fosfatada, fez-se também
uma adubagao geral de 35kg/ha de N sob a forma de sahtre do
Chile e 45 kg/ha de K20 sob a forma de. KCL

Temos a seguinte analise da variancia, onde n&o isolamos
a parte da variag@o devida aos blocos por ndo haver vantagem
neste caso, devido a ‘uniformidade notavel dos mesmos.

Soma-dos |Grau de liber-| Quadrado
quadrados ‘dos "dade médio
- desvios : : ' _
Tratamentos -12,0303 ‘ 4 ’ 3,01
Residuo 17,6572 15 0,51
Total 19,6875 19

73,01
O = ]/ - =243
051
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Os limites da tabela de # (2, p. 523) sdo:

19%0 .. oo vv ve o .. 2,87,
1% .0 o v e . .. 220,
5% .. vu eu o. .. .. 175

Logo o valor obtido é significativo para 1%, mas nédo para
1%o. '
A consideragdo da correlagdo nos da, porém,
r = 0,72, significativo.
E a equacdo de regressio €
y = 2,02x 4 2,76.
A soma dos quadrados dos desvios devidos aos tratamen-
tos x se decompde como se segue :

Soma : Grau de liber- Quadrado
dos quadrados dade médio
Regressao
lirear 9,9035 1 R 9,90
Desvios a partir \
dos valores v
esperados 2,1268 3 0,71

Tratamentos 12,0303 4 3,01

Temos agora

990
¥ = — == 44).

0,51

Este valor de ¢ é superior ao lirhite de 1%o0, que é 4,05.
Fica evidente, pois, a vantagem do isolamento da parcela cor-
respondente a correlagio.

3 — O CASO DA CORRELACAO NAO LINEAR

No caso de uma correlagdo ndo linear como, por exemplo,
a que obedece a lei de Mitscherlich, torna-se, agora, evidente,
a necessidade de uma anéilise da varidncia que leve em conta
ésse. fato. Utilizando os dados observados e com o auxilio das
férmulas j& conhecidas (3, pp. 200-205) podemos calcular os
pardmetros da funcido de Mitscherlich
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y=A[l—10—c (x4 b)]

por meio do método dos quadrados minimos ou do método dos
momentos. Torna-se possivel, entdo, calcular os valores espe-
rados e, a seguir, decompor a soma dos quadrados dos desvios
relativos aos tratamentos em duas partes, uma devida a regres-
sdo e outra relativa aos desvios a partir da curva de regresséo.

Suponhamos um caso de 5 doses diferentes de um mesmo
fertilizante e 4 repeticdes. A soma dos quadrados dos desvios
atribuidos aos tratamentos é:

5
4 E Jy- 72
321

onde ? e’ a méaia geral, e yj é a média
de cada tratamento. Seja ;i 0 valor esperado de

~ - -~ -
acordo com a equagao de regressao.Temos entaot

_S_ (v -y) § W, - ¥y ¥ 32

5 : 5

Z (§.-3.)° Z (¥ —?)“22(%‘ I -5)
;",j Jd J yj 3

=1 i=1 =1

Mas o ultimo termo nos da

Z (yj-yjzcyl-y)-ij 953 -7 i y57)
i=1 1

Temos. porém
i(y-yJin Z 110“"‘””1

Mas, quer no caso do método dos quadrados minimos, quer
no do método dos momentos, o segundo membro da dltima
igualdade é nulo. Logo temos:
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.
DA RIEEY ch,-y,)y,

i=1 i=1 o
3.1) : :
Z{y,-A 1-20 “’1"’)” [1 w"“i“’)]
=1 ,

No caso do método dos quadrados minimos a Ultima expres-
sdo se anula (3, p. 201). Logo neste caso temos :

¥

(3,2) Z (¥,5)2 Z (vﬁmﬂi— (55°

j=1 ' J=1

- Fica, assim, ‘a soma dos quadrados dos desvios das médias
parciais dos tratamentos repartida em duas parcelas, uma cor-
respondente aos desvios das médias esperadas em relagao a mé-
dia geral, outra relativa aos desvios entre os valores observados
e os valores esperados.

Quando se aplica o método dos momentos, porém, nada nos
garante que a somatéria de (3,1) se anule. Logo a igualdade
expressa em (3,2) ndo se verifica necessariamente e a decom-
posicdo por ela indicada é falha.

Vejamos um exemplo.

Os dados seguintes se referem a uma exper1enc1a de adu-
bacio de milho realizada em Ipanema pelos Engenheiros-Agrd-
nomos Glauco Pinto Viegas e Erik Smith, segundo o esquema
adotada para a experiéncia que vimos atras.

x| 0 025 | 050 0,75 1,00
3,38 7,15 1007 | 955 9,14
o 577 9,78 973 895 | 1017
v 490 9,99 7,92 1024 | 975
454 10,10 948 8,66 9,50
Zy 18,59 37,02 37,20 37,40 3856

A anéilise da varidncia nos conduziu aos resultados seguin-
tes, onde nédo se isolou a variacdo atribuida aos bloces por se-.
" rem &stes muito uniformes, como o leitor podera verificar.
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Soma dos Grau de liber- Quadrado

quadrados dons dade médio
desvios | 4y N

Tratamentos 72,2199 4 18,055
Residuo 13,6482 15 0,910
_ Total 85,8681 19

18,055

0,910

_ ——— = 4,45, significativo.

Se procurarmos o coeficiente de correlacdo, acharemos

r = 0,688, significativo.

No entanto a correlacdo linear d4 apenas uma aproxima-
cdo muito grosseira, como mostram os dados e a andlise que se

seguem.
Correlagdo Linear
x 0 0,25 0,50 0,75 1,00
Valores _ L
esperados 6,422 7,430 8,438 9,446 [10454
Valores . o
observados 4,648 9,255 © 9,300 9,350 9,640
\ Soma Grau dei liber- Qua&rado.médic
dos quadrados dade - S e
Regrésséo |
.. linear 40,6499 1 40,650
" Desvios a partir
dos valores o
esperados 31,5700 3 10,523
Tratamentos . 72,2199 4
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40,650
Y = V —— = 6,68, significativo.
0,910

Porém os desvios a partir dos valores esperados nos déo
uma nova estimativa da variancia, que ndo deve diferir signi-
ficativamente da que nos da o residuo. No entanto temos

10,523
G = ———— = 34, significativo,
0,910 '

0 que nos mostra que a correlagdo linear é, neste caso, pouco
satisfatoria. Alids, o grafico anexo confirma o que ai fica dito.

y

1 1 1 1
| 0,25 0,50 0,75 1,00 X
O grifico acima representa a reta de regressio calculada, bem
como a curva de Mitscherlich interpolada pelo método dos quadrados
minimos, e ainda os valores observados, que estdo indicados por pontos.
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O método dos quadrados minimos aplicado a lei de Mits-
cherlich nos da, porém, para equacido de regressao

y= 9,436 [ { — 10—5,690 (x - 0,0527) |,

com a qual calculamos os valores esperados que figuram no
quadro seguinte

Método dos quadrados minimos

X 0 0,25 0,50 0,75 1,00
Valores
esperados 4,648 9,244 9,428 9,436 | 9,436
Valores
observados 4,647 9,255 9,300 9,350 9,640

A anilise da varifncia nos da entdo o seguinte quadro.

Soma | Grau de liber- Quadrado
____|dos quadrados dade médio
Regressao
pela lei de
Mitscherlich 71,9432 2 35,978
Desvios a partir
dos valores
esperados 0,2621 2 0,131
Tratamentos . 72,2199 4 18,055

A soma 71,9432 - 0,2621 difere um pouco do total dos tra-
tamentos 72,2199 devido aos pequenos desvios inerentes as apro-
ximacoes feitas. ‘

Temos agora

35,978
¥ = = 6,29, significativo,
0,910

0,131
Y = = 0,379, ndo significativo
0,910
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A analise da varidncia nos mostra, pois, que a correlaciao
obedece muito bem a lei de Mitscherlich.

Se quizéssemos isolar a influéncia da variagdo entre blo-
cos, teriamos o quadro a seguir. Como j& dissemos, isso néo con-
vém neste caso, mas em geral é vantajoso.

Soma Grau de liber-' Quadrado

7 dos quadradosl - dade \ médio
Blocos 2,7349 \ 3 0,912
Regressao pela
lei de Mitscher-
lich 71,9432 2 35,978
Desvios a partir

dos valores

esperados 0,2621 2 0,131
Residuo 10,9133 12 0,909

Total 85,8681 19

A validez de (3,2) é um bom argumento a favor do méto-
do dos quadrados minimos. Além disso a interpolagdo por ésse
método nos da a melhor concordéncia possivel entre os valores
esperados e os observados e, se admitirmos que seja normal a
distribuicdo dos desvios entre ésses valores, éle é equivalente
a determinacgio dos parimetros pelo método da maxima veros-
similhanca (“maximum likelihood”) (4, 2°. vol., p. 59). O mé-
todo dos momentos, porém, conduz a uma equagio muito mais
simples. Por exemplo no caso em estudo o método dos qua-
drados minimos nos. da. uma equagio do quarto grau em
z = 10—0,25¢, ao passo que o método dos quadrados minimos
nos leva, depois de operagdes muito mais laboriosas, € uma e-
quacgdo do décimo grau. E’ possivel, portanto, que muitos déem
preferéncia ao método dos momentos que, no exemplo em es-
tudo, nos conduz a equacéo

Y = 9,553 [{ — 10—3470 (x + 0,086) |

Com esta equacdo obtivemos os valores esperados do qua-
dro seguinte.
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e e e+ 3 e =

Método dos momentos

x | o0 0.25 ‘ 050 | 075 1,00
Valores
esperados 4,748 8,901 9,465 9,541 9,552
Valores .
observa- ‘ A
dos 4,647 9,255 . 9,300 9,350 9,640

Para avaliar o grau de concordancia da curva calculada

podemos obter a soma dos quadrados dos desv1os ‘entre os va-
lores observados e 05 esperados

Z G o— iR

'Esta soma, mulﬁphcada pelo ntimero de repet’igoes e di-
v1d1da pelo grau de hberdade, nos da uma estimativa da varlan-

do res1duo

. No exemplo em estudo temos

45 G —

== (0414
Logo

) 0,414 )
= . ———— = 0,674, nao significativo.
‘ 0,910 o , N ,

7

A interpolagio é, portanto, satisfatéria.-

4 — UMA DIGRESSAO INTERESSANTE

Em um trabalho anterior (5, pp. 7-9) apresentamos uma
férmula para o calculo da adubacgio econémicamente aconselha-
vel. Tal férmula era
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£t 0,4343 ,
logg ——————— =1log A —c (x 4+ b),
sc

onde x é a dose de adubo a ser usada, A, b, ¢ sio os pardmetros
da equagdo de Mitscherlich, t é o prego de: um quintal métrico
de adubo, s é o prego de igual quantidade do produto agricola
obtido, e f € um fator maior que um.

A aplicagdo dessa férmula aos dados em estudo, suposto o
prego de 750 cruzeiros por quintal-métrico de P206 e de 100
gl:uzeiros por quintal de milho e ainda tomando-se £ = 1,5, nos

4 o
x = 0,132

no caso do método dos quadrados minimos. Conclui-se, entéo,
que a adubagdo mais aconselhével seria a de cérca de 13 qui-
los de P205 por hectare, isto é, uns 72 quilos ‘de superfosfato
com 18% de P205 por hectare. Esta adubagdo é evidentemente
pobre. Isso se deve aos seguintes fatores:

I. Elévado prego do adubo;
II. Baixo prego do milho;
III. Valor elevado de . ‘

Com efeito o valor de ¢ obtido, corresponde, se referido a
quintais-métricos de milho por hectare, a 1,677, quando Mits-
cherlich obtinha em média, na Alemanha, 0,60 e CROWTHER
(6, p. 96) conseguia na Gra-Bretanha um valor correspondente
-a 0,64. Porém SARAIVA (7, p. 26) obteve no Rio de Janeiro um
valor de ¢ que, reduzido as unidades usadas por Mitscherlich,
corresponde a 1,532, valor que pouco difere do que agora indi-
camos. ' o T

O método dos momentos nos da para dose mais aconselha-
vel de adubo x = 0,152, isto é, cérca de 15 quilos de P205 por
hectare. : ' .

5 — CONCLUSOES

‘A analise da varidncia pode ser utilizada com vantagens no
" estudo das experiéncias de adubagdo com o auxilio da lei de
Mitscherlich. Ela nos permite avaliar a precisio da concordan-
cia entre os valores esperados e os observados e verificar se ha
ou héo vantagem e conveniéncia na aplicagdo daquela lei. Uma
vez obtida uma concordincia razoavel, podem-se ‘tirar conclu-
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soes bem fundadas sébre a adubagdo econdmicamente mais a-
conselhavel. Ao contrario a aplicagio indiscriminada da lei de
Mitscherlich, como de qualquer processo interpolatério, sem
os cuidados necessarios, é suspeita.
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