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1 — INTRODU(;AO

Este trabalho consta de duas partes bem distintas. Na pri-
meira delas, que abrange os capitulos 2, 3, 4 e 5, examinamos o
caso de uma varidvel casual definida num conjunto numera-
vel. As demonstraces ai feitas sio de carater elementar. Na
segunda parte, em que discutimos o caso de uma variavel con-
tinua, somos forcados a langar mao de métodos mais elevados,
que estdo fora do alcance dos que ndo tém conhecimentos es-
pecializados de Matematica.

De todos os métodos usados no estudo das distribuicdes das
pequenas amostras o método das fungdes caracteristicas nos
parece o mais simples e elegante. Dai o fato de o termos pre-
ferido para as demonstracdes que serdo vistas. Os interessados
acharao, porém, numa obra de KENDAL {1, 1° vol., pp. 231-253]

“ou num livro de USPENSKY [2, pp. 331-346], entre muitos,
outros métodos 1nteressantes que permltern resolver problemas
“analogos.

2 — DEFINICAO

Se x é uma variavel casual ou aleatéria, a esperangca ma-
temdtica de x, ou o seu valor médio é

E (x) :x1p2+x2p2+ ... 4+ xn pn.
Supoe-se ai, implicitamente, que o conjuntoc C em que esta
definida a variavel x é numeravel.
3 — PROPRIEDADES

Antes de tudo, é evidente qué, sendo k uma constante,
temos

E(kx) = kE(x) .
Com efeito, podemos escrever:
E(]Q{) =k xlpl + k )Czpz + eee *+ kxnpn
=k (xpy * mpp + oo+ xpy)

=k E(x) .

Consideremos, agora, duas variaveis casuais x e ¥. Re
presentemos por Pyq @ probabilidade da ocorréncia simultanea
de x; e 7;; e obtemga

E(x +y) = ppy (* 7y) + Py (5 ¥p) + ece 43y (x93,) +
*Poy (Ro* 79) + Poy (¢ 7o) + wes 4 pp (4 y,) +

4 cectcescoanve Peesersesecirsersrsetossessessee ssessescs *
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*Dyy (3¢ 77) * 0 (R4 7p) ¢ eetpy, (47
E(x + 7) = X) (p1)%;p% oo * Pyy) * X (Ppy*Ppo* oo + Pp ¢
*oee + X (Dot coe * D) + Ty (PytPpyt eee ¢ Py) *
+ ¥y (P1o*Pon® eee + Do) + eoe + Ty (01 ¥+ eeesPpy)e
Mas, sendo P 4.8 probabilidade correspondente a ;, e q 40

i, temos por um teorema do Calculo de Probabilidade (S,pp.
16-

Pi=pil+p32+ ooe -l-pin,
Q =Py * Py *eer Py -
Logo obtemos
E(xvy) = Py + Py + o0 + X P ¢
+ qul + x2Q2 + eee ¥ ann’
o*s E(x+y) = E(x) + E(y).
Suponhamos, agorg, que X e y sejam variaveis casuais

independentes, isto e, que a probabilidade pij de ocorrerem
simul taneemente x e yj seja

Pag = Py oGy

onde P, e a probabilidade de ocorrer X, © Qj , a de ocor-
rer yj « Temos, entao,

Bay) =Py BTy + P Ty ¢ eee 4P N Tyt

*Poy Xp Ty *Pop Xp Vo *oeee * P BTy
+ I FE R EE TR R EE XN NI N EIE I I SIS WA N N L LA A A B 4
*Ppy Xy Ty tPpo Xy Vot oeee Py Ry 0
E(W) = (Plxl + Pzﬁ + oo + anh) (Qlyl + %yz + ooo“qnyn)
=E (x) + E () '

Se k¥ é uma constante, temos ainda

+

E(k) = kpy + kpy + eeo +kpy
=k(pl*p2*u-"Pn)
=k.
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4 — SIGNIFICADO ESTATISTICO

Suponhamos que o conjunto de valores da variavel casual
x constitui uma populagdo de N elementos. A probabilidade de
extrair um determinado x qualquer serd 1/N. Logo teremos

R R A L R ot
Logo E(x) é a meédia aritmética X da populagao.
Temos ainda

E(x~X) = E(x) - E(X) =X =0
E (x-i)2] E (12 - 2%x + ?")
2
E(x") - 2% E(x) + E(F)

E(L) - 2 + &

4 =I?.(xz)«-'z2
2 2
- 52X ,[.Ez.]
N N

2 _ Ex 2
I -V 2z’
N N

Logo E(x-%)* nio é mais que a varidncia o .

5 — APLICACOES A TEORIA DA AMOSTRAGEM

Suponhamos que da populagdo constituida de todos os va-
lores de x extraimos, ao acaso, uma amostra de n elementos.
Podemos, entdo, com os dados da amostra, tentar estimar os

parametros xeo 2da populacdo. Somos tentados a tomar
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como estimativas, respectivamente, de X ede g2 A conveni-
éncia das estimativas, de um modo geral, é um problema com-
plexo, que ndo abordaremos agora. Uma exigéncia usual, po-
rém, é que a estimativa deve ser “unbiased”, isto é, imparcial
ou ndo tendenciosa. Diz-se que uma estimativa p de um paré-
metro P da populacio é “unbiased” quando temos

E(p) = P. ~
Sera que as estimativas ® e % sio imparciais?
Para X temos logo

E(z).gxl+x2;"'+xh =-“—§—(¥l=n(x)-§

e e, portanto, imparcial.
0 caso de 8° ¢ wm pouco mais diffcil. Temoss

s2 - ;(x—";)z

n
.§x2-2'i§x#n'2; g_};x_a_!z.
n n

Consideremos duas variaveis, x e ¥, nao independentes.

Temoss
*X te oot T1¥¥ote ety
E (2.9) .E[’l ‘2n - W 13_;..___:;]

= -;1'12' E Exl + & + see + xn )(yl + ya *-;u“‘yn)]’

- -
BTyt XTe P et XTI
le + ﬁyz + o0 + xzyn +

4+ ceesvesvrsescstcsescoce +

+ xnyl + xny2 + see * xnyn

b -

E(ioi) = :12' E




642 Anais da E. S. A, “Luiz de Queiroz”

Nos p produtos X,7;,X,Tpsees 5 X7, » 88 variaveis
sao correlacionadas. Mas nos n? p?-n_restantes nao pode ha
ver correlagao. Logo temos

s - [rrane-ne@ s |
. Exy)l+ (n-1)E (x) E (y)

n

Para x = y temos, entao,

E(!?) c E(x ) + !n—l) 5

Logo, vamos obter

M

E(aa) = E

M
NBI‘?
N

£

E (22)
E (2] E(xz)’ {_11-2
n - n

-l [sh-F) -2 A

Logo s° 6 uma estimativa tendenciosa de o®. Mas

2 nGx® _ n 2
s n-1 n-l

é imparcial, pois temos entao
2 n 2 B p=l g2 _ o?
Esy) « 53 E6) =33 - % .

E fica demonstrado elementarmente porque, ao estimar a
varidncia, se divide a soma dos quadrados dos desvios por
n — 1, e ndo por n.

6 — VARIAVEL CASUAL CONTINUA

Quando o conjunto C, campo de definicio da varidvel ca-
sual x, é do tipo do continuo, somos obrigados a substituir as
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probabilidades por diferenciais e as somatdrias por integrais.
Sendo y = f(x) a equacgdo de uma curva de frequéncias, a
1 1
probabilidade de obter um valor entre x — — dx e x + — dx
sera ‘ 2 2

dF == f(x) dx.
A esperanca matemaética de uma fungdo g(x) sera, por de-

finicao, ,
a0 .
E [g(x)] / g(x) £(x) a&x .
-0

No caso da gurva normal temos

1 N 2xf'¢"

dF = N ———————— e dt.

4 L/21r

A mddia sera
2
@ - (x—I)
1 / Ra e
xe =X,
g ,Vz T /e
e a variancia e

i 2
® . =
E [(x—!)z] . —1 / zF o T = &P
v =00

P (x) =

oygrxn
£ importante a funcao carateristica

)
g (t) = E(e¥) -/ ¥ f(x) & ,
v oo
na qual i =)/-1 .
Pode-se demonstrar (1, 19 vol., ppe 91 = 94 ) que
®

£(x) = 55 #(t) .

-0

e-itx dxe
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No caso de n variaveis independentes Xy s Xg geeey Xyo
prova-se facilmente (1, 19 vol., pp. 104) gue

$(t) = 4 (8) . dy (8) v B (1),
onde

/°° itx
%5 (t) = (o e f(xj) dxy

para J =1, 2, ees 5 Ns

No caso de uma digtribuigSo normal de media zero e deg
vio "standard" 0 a fungao carater{stica e

R 1 .22
fee) X -= o
1 itx - ] 2
g (t) = 2o

O'V.2—1l'_ o e e dx = e

7 — DISTRIBUICAO DA MEDIA

Consideremos a média x de uma amostra extraida de uma
populagdo normalmente distribuida com média zero e desvio

“standard” o . Qual sera a distribuigido dessa média x ?

Temos xslﬁ:&;.oo-‘-ﬁ
o *n

=-—-.§—+‘..+— °

n
Para a primeira variisvel x, vemos ter ,
1 o 1t§ '2%2

¢1 (£) = —F— e e dx

0V21c

=00

1 @ 202
= e r—— Q d!.

¢ Ven
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-(ax®+2bx) -a(x + -2)2 + %— dx
] dx =

=00

e
-
2
'y — 2
- - z x_ [
Va -0 a e ’

pois, camo se pode demonstrar ( 4, ppe 5~7) , & ultima inte

gral vale 1
No caso acima temos a-m » bs-‘z%. Logo,va
mos ter
. ) t2 ag? ) !20.2
2
LW == e . 2L,
Logo i} !2 0'2

B =g(t) oty (8) eus g (8) = o OO

Por comparagdo com a funcdo caracteristica da distribui-
¢do normal, concluimos logo que a distribuicdo de x se da se-
gundo uma nova curva normal com a mesma média zero e com

g 2
variéncia igual a
ferencial n

, isto é, a distribuicdo é dada pela di-

2
X
Vi -3k
drF =
sEw
2
8+ A ESPERANCA DE s“ - J& sabemos que

o = EFR =2

.} = ™y L)
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Logo temos 2
26") = EEEL . 2f) - 56P) - 5@

Mas, pelo que vimos,

o0 2
E()'= 1 /’ e-#dx
=00
© 2
= / B
U -m dx.

Tomemos u = e obteremos

Q
i)
A

EGE) e du =%I‘(z)

Do mesmo modo provamos que
2

(-
-Z.Bi 9
20 ax g

!2 -]

E(‘iz) =

n
g ex
Logo temos
2
E(gz)- 02- ln— = n—;—l Uz

é\

H

de gnde ge segue que uma estimativa imparcial da variancia

sera
2 -i2
8. = e = 3 (x-X)
l n-1l n=-1 .

9 — UM CASO MAIS GERAL
Vamos supor que a amostra de n elementos encerra m
amostras parciais, cada uma com k elementos. E’ claro que
temos

n=mk

Em cada amostra parcial poderemos obter uma estimativa
da variancia.
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k )2
T (x,,~%
2 1= 43
5§ =1 ’
onde r epresentamos por X, (11,2, <.s , k) 08 elementos da
amostra parcial je

Vamos admitir a hipdtese de que

E(Sz) = 02 ’
para Jj=1,2,..., m, isto é, que todas as amosjras parciais
nos dao estimativas de uma mesma variancia o Vamos mos
trar que
2. Zsl
m
é uma estimativa imparcial de 62. Com efeito teremos
' )] !2 2
E(sz) = B —l-n—i- = E_mq_ = 02

Mas entao teremos ainda

m ‘§ (xy - % )°
P

8 = —
X
5 % (x4 - ij)z
_ =111
mk - m
X
z ) )2
=1‘1 i=1 (xij
n-m

Logo, quando se consideram n elementos distribuidos em
m amostras parciais e se calculam desvios em relacdo as suas
médias, a estimativa da varidncia seri dada pela soma dos qua-
drados dos desvios dividida por n — m, que é o grau de liber-
dade da estimativa.
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