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1 — O presente trabalho tem por finalidade precipua dar maior divulgagéo,
entre nos, do método das somas para determinacio dos momentos.

Na confecgao da parte tedrica, que acreditamos haver abordado sob um ponto
de vista mais geral, baseamo-nos principalmente no livio de Risser e Traynard
“Les principes de la Statistique Mathématique”, onde o assunto é bastante bem
tratado, embora aparecam aqui e ali alguns sendes imputaveis a impressao.

2 — Sejam x; =1 (1 = 1, 2, ..., n) os valores de uma variavel com fre-
qiiéncias respectivas f; (2f; = N). FEsta hipdtese ndo € por demais restritiva,
visto como, em distribuicbes de freqiiéncias por intervalos iguais da variavel clas-
sificadora (X), definindo-se a varidvel

Xj = (1)

{em que X; sdo os pontos médios das diversas classes, A, o ponto médio de uma
classe hipotética anterior a primeira, tomada como origem, e t o intervalo de
classe) recaimos no caso anterior.

Ora, desde que de (1) segue X; = t.x; + A, e que se pode facilmente de-
terminar os momentos m{*) de X em térno de uma origem arbitraria A por meio
dos momentos p{*'da varidvel x; em térno de uma origem também arbitraria, pela
conhecida relacdo:—

k |
=2 (1) e e A=

entdo, é claro que todo método que permita determinar os p{®) apresentara grande

utilidade no computo dos mf{A) .
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3 — Isto pésto, passemos a desenvolver os fundamentos do método das so-
mas para a determinacio dos momentos da distribui¢do definida por: — (i, f;).
Sejam
(0) : 1) j (0)
0 -1 .
S;" = X -y S;' = X5,
k=1 k=
(2) j (1) (p) ! (p—1)
SY= X8 SV = ¥ §F
! k=t © ! k=t X
Subsistindo :—

i
SP = v gD 4 gD
1 k—1 1

e tendo-se:—

j—1
¥ S(Dtl) —_ S('D)
et k j—1

vale, entdo, a relacio de recorréncia:
®m . glp) (p-1)
5" =S +5

Pelas defini¢des dadas resulta claramente o modo de formagdo dos diversos
S’s: — os de indice superior 0 sio constituidos pelas freqiéncias acumuladas da
distribuicdo originaria, procedendo-se, porém, de baixo para cima, isto é, inician-
do-se por f, e fazendo, a seguir, sub-totais por acréscimos, um de cada vez, dos
valores de fny, fa_2, ...... s , 12, §1; os de indice 1 sio obtidos operan-
do-se sdbre os S(® do mesmo modoe como se féz com as freqiiéncias; os de in-

dice 2 sio obtidos da mesma maneira operando-se sdbre os SU) e assim por
diante,

4 — Todo o fundamento do método das somas repousa na possibilidade 6b-
via de se poder exprimir os S’s em funcdo dos f;; tal relagdo é consubstanciada

pelo teorema abaixo, que passamos a demonstrar:—

i —
Teorema: ng = Y (p+ k 1) N AR

Verifiquemos, antes de tudo, que o teorema é vilido para p = 0, 1, 2. Com

efeito, para p = 0, tem-se, imediatamente, da definigao:—
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Para p = 1, tem-se:—

(1 j (0) j‘ ’j h
Sj = M § ' =1 X ) fo—ktn
==

k== k=1 h=1 \ O

Desenvolvendo as somatérias, vem:—

k=1  h=1 (l) fy 4
k=2  h=21 +<i).fn+<;>.fn_1+

k=i  h=j, j—1, --'7I1+<(j>-fn+(j_;l)-fn—1 +... +<(1)>.fn_+1

0 que permite escrever, somando por colunas:—

@ i i 214 2 (i 2 (1)
S. = X (O):fn +2 (O).fn—l +i£1 (O ).fn_Q +_|_1:21’ (O).fn_H_g +Vi£1(0). n—j+1

e, portanto:—
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Em particular:—

W= 3.0
— \ 1

Finalmente, para p = 2, tem-se, de acérdo com o resultado anterior:—-

@ L) 1k (h
=X § =2
5 k=1 & k—1 hfl 1 ) Tt
Desenvolvendo as somatérias, vem:—
k =1, h=1 (i).fn—f—
k:2, h:2,1 +(i>'fﬂ+(}>'fﬂ-‘1+
— _ (3 2
k =3, h =3, 21 (1>fn—|—-<1>fn_.1+<1)fn_2+

o que permite escrever somando por colunas:—

@ I (i P17 2/ 17
Sj 21%1(1)'fn +ig(1).fn_1+...—{—ig(i).fn_j+2+i:‘,1(1).fn_j+1

€, portanto:—
i
2 k+1
. S, = 2( 2 ).fn—j+k

Em particular:—
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Suponhamos, agora, que o teorema é valido para m—1, isto é, que:—

- i —
S(m n__ ¥ (k + m 2) . fn—-H—k

i — k=1 m—1
€ vamos provar que éle € verdadeiro para m.

Desta hipotese, segue, tendo-se em vista a definigao:—

m i m- Ik —
s™— Sl(( '— 3 ¥ <h+m 2). faxin

] ket k=1 h—1 m-—1

Desenvolvendo as somatérias, vem:—
(m) m—1
) e
m—1 m—1

+ (:j:) fa + (mfil) i —_ (“m‘:}).fn_2 4

+(m+j_2>.fn+<m+j"—3>-fn—1+---+(m“])-fn—m

m—1 m—1 m—1

o que permite escrever, somando por colunas:—
s“’”-—mg—2< i ) f +m§_3< i ) foy 4ot m;( i > P
i e \m—1/" T g \m—1) T \m—1 ) R

e, portanto:—

m j —
S( ) = 3 (m + k 1) . fn——j—}—k c.q. d.
k=1 m

Em particular:—

s® — 2 <p+k—1> e
k=1 P
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5 — Déste resultado segue imediatamente:—

S(D) k. (k_H) (k+2) .. (w

. fk -
k=1 pl

kp+ kP— 211+kp AN iy 1)+ +kp AN PO PR ij —‘-—-{——k,rll ip_lf
k

p!

em que i, < i, < iy < ... < ij representa qualquer dos elementos; 1, 2,

(p—1) é a somatdria contendo j fatdres i’s é estendida a tddas as combinagoes

de ordem j, encerrando. porianto, <P ",_“1 térmos.
J

Particularizando, temos:—

. n n
sV — x ( k ).fk = ¥ k.f = N
= =1

o — v Ko Lk N N
a ket 2! ket 2! 21
o_ L, L 142 I
S T = 3! f1(—‘—1;_:1 3! kfk+1:—13' =
N.ul® 4+ 3.N. x4+ 2.N.ule
= 31
@ MK v 1+2+3 Do 1.241.342.3
Sy =X 4. f+ Xk St e - ot
To1.2.3
+ S =

N O+ 6N 4@ + 11N (D 4 6.N. g
Y
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Destas relagdes, resulta imediatamente:—

@ S
& = TN
(0) 2.5@ — S
= N
(0) 6.5® — 6.S® 4 S
Hy = N
4 3 2) __ S
© 24 .S — 36.5® 4 14.S® — S
b = N
Segue-se um exemplo elucidativo da aplicagio do método.
—A ién-

VARIAVEL Xi_t___° F"*c‘}:e“ o) g g® §® s@
075 — 1,25 1 10 3560 20818 72968 197683 455917
125 — 175 2 12 3550 | 17258 | 52150 | 124715 | ‘osgosa
175 - 225 3 56 3538 13708 34892 72565 | 133519
225 — 275 4 122 3482 | 10170 | 21184 31675 | goos4
275 — 325 5 896 3360 6688 11014 16489 23281
325 | 375 6 1717 2464 3328 4326 5475 6792
3,75 - 4,25 ki 647 47 864 998 1149 1317
425 |- 4,75 8 83 100 117 134 151 168
4,75 — 525 9 17 17 17 17 17 17

3560 20818 72968 197683 455917
© 20.818
Hy — ———
3.560
©) 2 X 72968 — 20818 125118
i = =

3560 3560
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©) 6 X 197683 — 6X 72968 + 20818 125118

3560 3560
©) 24 X 455917 — 36 X 197683 + 14 X 72968 — 20818
ﬂd - prmmny
3560
4.826.154
3560
Sendo
Xi = t.x; + Ao
(0) S (0) 20818
m = X=t.u -+ A,=05 X—m + 05 = 3,424
e tendo-se
2 (o)
A, — X == ——\t./tlo
yem:—
(x) 125118 208182
m, = 2| 4% — (i) |= 025 — = 0,237
2 [“2 (™) 3560 35602 '

(x)
m = [ — 3 2.0 | =

769108 125118 _ 20818 208183
= 053 —— —3. 2 = — 0,073
[ 3560 3560 " 3560 1 2% 35603]

(x)
—_ 44 (o) (o) | (0) (o) (0) \2 (0) \4 —_
m = | — 00 0 (D) = 30y | =

— 05! [482()154 4 769198 20818 4+ 6(125 18)

3560 3560 ~ 3560 3560
2 4
X (ﬁLi) —3 (208'8) = 0322
3560 3560
6 — Tal como foi desenvolvido, o método das somas pode apresentar o in-

conveniente de se ter que manejar com valores consideravelmente elevados.
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E’ claro que esta desvantagem depende essencialmente da ordem de grandeza
das freqiiéncias das diversas classes e do préprio nimero destas.

O artificio que passamos a expor visa dirimir, a0 menos em parte, éste in-
conveniente.

7 — Suponhamos na (1) A,== X, em que Xx é o ponto médio de uma das
classes. Com isto, obtém-se uma distribuigdo do tipo:—

—k—-1), —(k—2), ... —2,—1,0,1,2, ... n—k-—1,n—k
fy f f—2 fk—1s fic s fipns firore o0 fayy fa
Definamos, agora, os dois grupos de somas:—

=1 !

(o) 5 ()
Sj = X fp_n 0, = 21y
h=o0 h=1
i i
h PX¢Y) (o) (1) (0)
S’ = X8 g = X o
] h—t B ! p=t B
ji=1,2,...,n—k @ 1 (o) 1==1,2, s k—1 (0) LW
) 4 Sj v Sh ’ o) = 5 ¢
—1 h=1
i
®) D1 ®) (®-1
Sj XS, o0 =20
h=1 h=1

Considerando-se, de um lado, que a defini¢io dos atuais S; coincidem com

os dos S; introduzidos em 3, visto como,

e = X fak
k=1 h=o0

entio, tem-se imediatamente do teorema fundamental

n—k o
P — % (p—l—h 1). fetn

n—k b1 )
e que, de outro lado, para se passar dos S’s para os o's basta realizar a trans-
formacao:—

.

foy = fin
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entdo, tendo em vista que os coeficientes de fy, fp_1, ...fn_(j--l, na expressao de S}p)

CE ) (0

é claro que tais valores passam a ser coeficientes de
£, fa ... f;
e, portanto,
ng) _ 2‘, <p+i———h>. i,
h=1 P

do que segue

k-1 7

NON <p+ k— 1—h>'. "

h—t P
e realizando a substituicio « =— k — h
® v p+a—1 Sip+a-—1
4 () = )
k—1 a=k-—1 P a=1 P

Dos dois resultados supra segue:—

n—k . k—1 o
Si]!)jk + (—1)p -O(kp_)1: = <p+h 1>'fk+h + (1) X <p+h 1) Cleen =

h=1 P h=1 P

i=kh (h-}-1) (h4-2). . .(! —1 k=1 h (h+1)..(h+p-1)
=S (42). (1) g R et )
he=1 p! h—1 p!
1 “n—k k—1 N
= — X hp B fk+il + (_l)p X hp B fk—h I +
p! | n=t b=t )

1 .

1 . _n;k hp‘l p k;‘ hp—1 f
+ ‘I;Z Iy h:I fk+h+ (-1) h= © 'k—h “Jf—

1 R e p UL L2 7
+ﬁlmﬂ%h.m+hn:h h4+~-
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1 ... N ’
=+ ...+ B_' 21119...1p_1L£1 h.fl(H—1L(~_1)p g hof

eparap — 0,1 2, 3 ed:—

©) © _ N _ — (o) (0)
Sn—k + Oy = N fie } N = Sn-k + Oy + f

1) )
(0 — Stk — Okt
'I 1

N . 1| o 1)
=21 + _27[ Sock T O
@ _ o0 1" o Vg
Sn_k 0" =3 [h: 1 kth T = k—n | 1

3 n—k k—1
+.~|:2 hfen — 2 h.iey
6 | h=1 h=1 .
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L["5" hs T h.t
_~?[h=1 TR TS k—h] -

N . @ @) 1 (1)
= 37| + [Sn—k — Og_4 ] - F l: Sn—k -

1
4!

n—k k1
(4) W _ 4 4
Sn—k + O = [hflh - femn + hil Pt ] +

(4)

nk+ kl

243 k1
+ +4|_+— [hg h? . fk+h+h§1 he. fk—h] +

1.241.342.3
Al

1.2.3
+ =7 [2 hfk+h+2h fk_h]z

@
Oy

k—1
[2 h? | fin 4 h{1h2 : fk—h] +

N 1 [("E'k he i The Lt )
= 4!~+*4—_h -k+h+h=1 e ) +

n—k k—1
4+ 3. (h‘i WG 4 Z B fk_,,) +

42 ([Ekh fitn +2 h. fk_.,)]

7 n—k k-1
_ ,_[( N
24 | \n=1 h=1

n—k k—1
+(z h.fen + = h.fk_.h)] +
h=1 h=1

1 ("Shs Ehf
+§( k+b + k—h)

N (3) (3) 7 (21 @ 1
4!4+ (nk+ kl) (nk+0k1> ﬂ(sn—k'I'o—)
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8 — Segue-se um exemplo elucidativo da aplicacao do método.
x,_-;—_xk Freqiiéncia 0© o® o o® oW
—4 10 10 10 10 10 10
—3 2 22 32 42 52 62
—2 56 78 110 152 204 266
-1 | 122 200 310 462 666 932
Total 200 310 462 666 932
0 896 S(o) s S(2) S S4)
1 17 2464 3328 4326 5475 6792
2 647 747 864 998 1149 1317
3 83 100 117 134 151 168
4 17 17 17 17 17 17
Total 2464 3328 4326 5475 6792
m® =X = t. 42 + X, = 05 X 332;35;-0310 4+ 3 = 3,424

(o) (o)

mo =y 2t (K — X) 4 (K — X =

2 %4788 — 3368 3018
3560 - # 3560 XA )

+ (—0,424) = 0,237

= 052X

mi =1 .y 3.2 (X — K) F 3t (K — K- (X —KP =

6 X 4809 — 6 X 3864 - 3018
3560

— 05 X + 3 X 05° X
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g2 >‘<*4-7_887 3638 3018
3560
+ (— 0,424)¢ = — 0,073

X} (0) : (0) = =
mY =t 4 (X —X) 6.2 (X — X+

+a.t. 4" Xe— RP+ (X — X)p=

27694 8688
= 05* X" 1 4 P (— 0,4 2
><35(0 X 0,5 >< = (— 0424) + 6 X 0,5 X
X s_g?f X (— 0424)2 + 4 X 05 X —-—018 X (— 0424)* +

+ (— 0424)* = 0,322

SUMARIO

O autor teve por finalidade precipua dar maior divulgagdo do método das
somas para determinagdo dos momentos. Acredita haver abordado a parte ted-
rica sob um ponto de vista mais geral.

Apés haver demonstrado um teorema fundamental, estabelece os valores dos
quatro primeiros momentos em funcio de particulares somas.

Expbe a seguir um artificio de utilidade pritica. Da exemplos elucidativos
da teoria desenvolvida.

SUMMARY

The main object of the author was to make the determination of moments
by repeated summation better known. He believes that the theoretical part of the
subject was taken up at its broader aspects.

After demonstrating a fundamental theorem he establishes the values of the
first four moments in function of particular sums.

An artifact of practical use is expounded. Examples clarify the theory
given.



