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I — O presente trabalho pode ser dividido em duas partes: — na primeira
procuraremos deduzir, de forma accessivel, as propriedades das funcbes beta e
gama que malor interésse apresentam para a estatistica, enquanto que na segunda
nosso objetivo serd, utilizando de alguns resultados obtidos, dar uma visho sin-
tética das principais distribuigbes que se originam ao considerar-se particulares
fungbes de variaveis aleatérias unidimensionais, normalmente distribuidas.

A importincia do assunto é de tal monta que seria supérfluo insistirmos sb-
bre esta questio.

Da prépria finalidade do nosso estudo depreende-se que iremos abordar as
funcGes beta e gama tendo sempre presente o ponto de vista estatistico: assim,
por exemplo, em consondncia com as necessidades da aplicagdo, vamos definir
as fungbes beta e gama em forma de integrais improprias.

II — Legendre deu o nome de integrais eulerianas de primeira e segunda
espécie as expressdes:—
1

o0

(1) B(p,q) =[x, (1—xpp—t. dx  (2) T (p) :[xv—l. e . dx

o o

A (1) é usualmente denominada fungiio beta e a (2) funcio gama.

III — Consideremos em primeiro lugar a fungio

T (p) = / -1, e dx

o

Se p>0, a integral existe. Para demonstra-lo, notemos preliminarmente que
para qualquer valor de p>0 o integrando é limitado superiormente; de fato,
para x -> o0 , xP—* . e—* —(, pois, e * é um infinitésimo de ordem infinita.

Consideremos agora os dois casos:—

p>1 e 0<p<l
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a) Se p>l. p—12>0, do que segue que para x —> 0, xX"—' —0, e, por-
tanto, o integrando ¢ limitado inferiormente, resultado que combinado a obser-
vacao anterior basta para afirmar-se que a integral existe.

b) Se 0<p<l, p—1<0. Para x—0. x"~' —> 00 , com uma ordem
1-—p<1, o que combinado com a ohservacao preliminar permite novamente que
se conclua que a integral existe.

IV — Propriedades:—

a) Da definicio de I'(p) resulia:—

oo

(3) I {p) :fxp*l e log x . dx

]

oy

(4) ' (p) :fxp"1 .e Y. (log x)?. dx

0
E como a expressio x*—'.e—~*. (log x)? é sempre positiva
™ (p) >0 (0<<p <)
e portanto a curva representativa da fun¢io tem concavidade voltada para cima.
b) (%) T (p+1) = pxX T(p)
De fato, por integracdo por partes pondo u=e—=%, dv = x*—'dx, tem-se:—

T (p+1)

@0 . w0 B 1
T (p)= xl’”.e"".dx:J—.xpe“x l +_1—fxp.ex.dx::4
p e P P

o

0

Por aplicacao repetida desta relacdo, vem, para n inteiro:—
(6) T'(n+ 1) = n!

¢) Se em (2) fizermos x = by, teremos:—

(1) T :fE"by (by)>—1. b.dy = br fe""’ .yP-1. dy

0

d) Se em (2) fizermos x = y?, teremos, notando que em (0, co )} a trans-
formacdo € biunivoca
® e =[ (rr oy gy = 2 [yt ay

o Y]
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Para p=1/2 vem:—

T {1)2) — 2/e*y'. dy

Notando que

Ir (1/2)|2:[fe‘y2.e’x’.dx.dy :[/‘V,e‘vg.dv_d(, - -
o == o o
Entao:—
(9) T(1/2) =) =
e) Seem (2) fizermos x = — (m + 1) log y (—1<Im), tem-se, notando

que devido a negatividade de —(m + 1), y—> 0, para x—> e apds mudanga
dos limites integratorios:—

| |
(10) T (p) = (m A 1P (1)t [0 fogypet -y
y

o
ou seja

1

I (p) = (m + 1)"/;/“‘- log <%>H. dy

o
e, em particular, para m=0

1

(11) T (p) =f<log %)‘”.dy

o
f) Como vimos pela (3)

w0

T’ (p) :/xpl.e‘x.logx.dx

o
Mas, desde que

@£ o

£ okt —xt e @ ®
/e—?i— dt~/dt[e“"' _du :/du/e““dt :/di — log =
. t J . J u k
k [

0 [ k k
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e se fizermos k=1, vem:—

e -—xt
log x :f—i;te——_ dt
J .

e portanto por substitui¢do:—

—t —xt

(13) T (p) =_—ffxv—1.e"‘.3——?t—e——,dt.dx
o o0 :

Déste resultado segue, tendo em vista a (7)
—xt

o o ot @ oo
r'(p):—.ffxp—l.e”".Et—.dx.dt——ffxp—l.c"’. et Ldx . dt
e 0 o o

w© —t )

=f fxp*l.e'x.dx £ at ——f foH ce XD gy ! Ldt =
t t
] 0

(1] o

Fet F T 1
—rp [ f—.at— 2R 1 g
(p)f { (1Pt

1

(14) r'(p) = I‘(P)f“:— e —m

ou seja

) _ 1 1
5 DI _— = — _—— | dt
() Dlogrip) =—0) [t[e (1+t)"]

que é conhecida por férmula de Cauchy.

Em particular, se p=1

16) () =f—»}f (e—'—— I—J’:—t) dt=—C

onde a constante C é denominada constante de Euler.
Se da (15) subtrairmos a (16)

oo

_r’(p) - 1Y) = _1__ 1 - 1 dt
TSI ft|V1+t (1+t)"]

[+]
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ou operando a transformacdo 1+t=1/x

() R A S
T (p) M [x——l

1
T’ (p) , 1 — xe—t
17y =W ey =( 1T 4
(17) Tl (1) f x

que é conhecida por féormula de Gauss.
Em particular, supondo p =n inteiro e tendo presente que
I — xn—t
1 —x

= 14x 4+ x> 4 ...+ x?

tem-se entao:—

I’ (n)
T (n)

1
= (1) +f(1+x 4 4. 42 dx

T8 v
T (n) n—1

g) Da relagio (7) supondo b<1, segue:—

(18)

o

T (p-+b) f ptb—1 —(1+y)x
—_— P X .e . dx
(L4y)+

ko]

I (p+ )f(l_ly_b_)p+b y=f°°(f,@+b~ —x dx)yb_i.dy

0

> = ~ . & yb—t
fxp+b1.e .d)f[ybl-cy ,dx=I‘(P+b)dey

o o

ou pela (7)

® pib-1 —x
r(b)f" L a= et )f " )p+., P dy

ou finalmente

0 r(p).T®) _ [y
19 = .d
o S e R




60 ARQ. FAC. HIG. S. PUB. UNIV. SAO PAULO, 3 (1) 1949

Se fizermos p =1—Db, teremos

r(b). T(1—b) f—"fi.dy

1+y
Mas
Ity = f ay + f
f 1+y 14y
e operando sbbre a ultima integral a transformagdo y = 1/x pode-se escrever:—
‘ 1
1—b b1 —b
(o=l [ g = e [
1+y 1+y A 1+x 14 x
x .

1
:f(xb"l—]t-x_b) [1 —x4x24. .. 4+ (=)t ]dx

=20 (k—il-b + k——t1)+i>

® 1 1 g
X (—1)k =
(=1 (k—|—b+k—b—i—1) sen bx

resulta :—

(19) I'(b).T(1—b) = se:b“

h) Se em (18) fizermos x = y/1 + y teremos:—

1
] r(p) I‘(b)i — b—1 — yyp—1
(20) P (p ) -([x . (1—x)P—1 . dx

Sep=bex=1—y temse

1

T(p) szf -
21 e =2 1—y»r.d
(21) T(2p) o( y?) y
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da qual segue, para p == 1/2

ONGE

1) Pondo na (21) y? = z vem, usando novamente a (20)

1

) 2“‘“’[ (l—zpt. 777 dz = 2= TP T(/2)
T(p) T (p+1/2)

e, portanto

2p -1

T(2p) = T(p).T(p+1/2)

1Y
expressao que é conhecida como férmula de Legendre.

j) Para a = n 4+ 1/2, tem-se, pela férmula de Legendre

r(2n4-1) = 27 r(n-41/2) . T(n41)
donde ’
£o) = Vzgn_.r(n+1/2>
Déste resultado segue:— “
1.3, .(2n—1) =2 1r(nt1/2)
1.3.5. ... (;—1) _ r(n+ %“)
2.4. ... . T Vr i)

k) Seja

1 _ _ _
®=r (—) r(g).. .r(n 1) — 1‘(1w “—v—l).r(l—“—g)....r@—-l—
n 1 n n n n
tem-se
n—1
P = = I‘(L>.1‘(1——k—
k=1 n 1
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Mas, pela (19)
1
r(,&)_ r(l _ L) =
n n sen - ®
n

N wb—1

P =
™ 2% n—1)=
sen —.sen —— . . . s —r——

€ portanto

Lembrando que

tem-se

n—1
r(2) o[2) ..., r(t=1) = (307
n n n l/ n
que € o produto de Euler.

h) Consideremos a férmula de Gauss dada pela (17) apés substituir I”(1)
pelo seu valor dado pela (16)

1

T’ (p) 1 — xp-t!
TR o= =X
r (p) + f 1—x &

o

Substituinde p por p +k/n (k e n inteiros) e realizando a transformacio
X = y", tem-se:

() R

do que segue

k
r'{p + — . 1
(p n) C . f yo—1 ypo k-1 dy

R k n-—1
LS ey
:_______.k__+nc=nf o’ dy =
k=0 r(p_{_«‘;) A l—y

—1 —1
— nf ny» . yp& dy
I—y»  1—y
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Subtraindo desta relagio o produto de n vézes a formula de Gauss em que
se féz p = pn, teremos:—

) e
0 l‘(p—}-?) T (np) J 1—x

1

n—1
___n/(n.x — 1 )dx
\N1l—xn 1—x

[

n

1=

k

Realizando a transformac¢ao x =e—%, pode-se escrever:—-

% nz

" n.x"! 1 ‘ (n .z.e z.e %\ dz
n — dx =n — — —) —
,/(l—x“ 1—x) f 1—e 1—e ) z

/]

.e—*
Mas, pondo-se F(z) = 1T—e z ~  tem-se
—

@«

-—NZ —Z ® Y
n/’(n.z.enz o Z-e_z)dz_____nfwdzz—nlogn
1—e” 1—e z z
(]

4]

Substituindo, vem:—

- r("*%) T _

(%

Py

- k ) n

k=0 r(p+~__) r( p)
n

Integrando-se em relagdo a p, tem-se:—

T (p) r(p+%)...r(p+";1)
r(np)

— n logn

log = —p.n.logn +logh

Como para p = 1/n tem-se no primeiro membro o logaritmo do produto
de Euler, pode-se, entdo, escrever:—

(2'::)12:1 h

V_n_ = log -
h = Vn—.(2n)n%1

log

do que segue:—
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€ portanto

n—1
T(p) F(p + rll) c I‘(p—}—n_l):(Zn) 7 L)

—1 /2
n n"P 142

que é a denominada relagio de Gauss.

Consideremos agora a fungdo bheta que, como dissemos, é definida por

1
B@q%zfx“W1-xW4w (p>0,q>0)
Notando :—

a) que para p>1 e q>1 tanto x*-! como (1-—x)%7! sdo limitados em
todo intervalo (0, 1).

b) que para 0<p<1l e 0<q<], tem-se:—
para x—>Q, (l;x)q—1—>1, xP—-t—> 00 mas 1 —p<1
para x— 1, x*~'—1, (1—x)""!——w , mas 1—q<l
entio a integral existe para todo p>0 e q>0.
Propriedades:—

a) Fazendo x=1—y
1
B(p.a) = [ (1—y)"" y"".dy = B(q.p) (22)

e, portanto, a fungdo é simétrica em relacdo a p e q.

b) Fazendo x=y/a

a

AfW”.m—yﬂ*ﬂy (23)

[+]

B(p.q) = st

c¢) Fazendo x=1/1+4y

2 ot
B (p.q) =:-Z~671?38515" dy (24)
resultado que, de acérdo com a (18), da:—
T(p).T(q)

B(p.q) = (25)

T(p+q)
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d) Fazendo x =sen’¢
/2

B(p.q) = [ sen®™ Vo cos? Vo 2sens. coso. do

E’ do conhecimento geral a importincia para a estatistica da integral de Di-

richlet
I ::ff : -fx1]‘_1 Xl xet L dx,dx, ... dx)
k

para x; >0, para todo i, onde R é:—

Nessas condigbes a regido R se torna

n
2 e =1
| =
—1
e o jacobiano de transformacio serid:—
1
n a; -1
'J = — &P
e portanto:—
n
1— 3¢ _
1 1 1:215' 4li Ly g —
n i Pi P P
1=:/"]ﬁ.l/ . T déy . dn . e
i=t| Pi
'] 0 o

n-1

1
n all :
‘-=(i:1pT)ff~-f

2
=1 . 1i .
N<QE‘)da.aL..dh
i=t
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Considerando agora que

n—-1 | n—1
1— 3 § 1— ZIEi
i=1 In 1 j==
—_—1 _n n—1 1
= [ P =L 7 — P (1-2& o
]n ]n i=1
[} o
n—2
que pela (23 notando que 1 — X & é constante
i=1
n—2
1_i§ ei ‘n~—1 1
o~ n—2 _n P __1_ l — ]
= [ (=2 & — )Pt .dEnA:B( t 1) %
i=1 Po—1 Pa
[\]

n—2 Ih_
X (1 —y, ) ot b
p

e, analogamente

n—3
1—- 2 4

Iy
i=1 n—2

n1—3 1 oy
Lo =[(1— Xt — fas)Pa1  Pn-by .dig =B (H l—l + LY + 1) e
i=1 Pu—2 Pun.1 Py

(4]

ln—_2 In—1 Iy

n—3 e 4o —_
% (1 3 )Pn—Z Pa1 ' Pa

i=1
n—4
1— X
ok . 2 i s
o= —o Po—i Pp—3
1 i=o0 >
Loy = f (1—"2 % — o) g dip s =
o

N 21

12 =ﬁ1_&1_52)i=3p1 . &12)! 'd52= B(‘—, ) +1)><(1—’ éi)i

[

1 n ]i
2o n ]
p=fa—ay=t e = (g, B )
o
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podemos entdo escrever
noaliy ] P T

1=__( __‘__).J‘__B(“ LS 1) B(n St b 1)
iL Pi Po Pn—-1  Pn + X Pa—2 Dn-—1+[3n +1)X

lhos loce ) oy | o (12 1] (11 LA
B( 13, et Y B(2, s 3 1YL, sl 4y
a (pn—3 pn—2+p +pn+ )X X Py P; T )X p p1+ )

n-1 j==3 1 i=3

usando a relacio entre B e I' depois de simplificacdes evidentes

oGl
[ = i=1 Pi X Pi

r(z" LIS 1)
i=t1 Pi

n
Se pi=2 e a; =1 para todo i teremos a regido X x! < 1eseos l;=1

i=1
n/2
f...fdxl...dx.,.—_———g————
I{— 1
;xizél (2 + )
i=1

gue paran=2 e 3 nos da a area do circulo e o volume da esfera.

Se 1,=3 e 1, =1 para todo i k teremos
n/2
f...fxi.dxl ...dx,,:———:———
rn—+42
2x =1 (2 T )

Uma integral que se pode calcular de modo anilogo é a seguinte

I:_—f...f(l——z{——zg—...—zﬁ)“.dzldz:z...dzn
2

)]ziél

com os z; supostos positivos.

Facamos a transformacdo z;*=1t; e

teremos assim:—

n—1
1— 3 4
1-ty i=
n—1

1 1
—1
1=f .../(1—2ti———tn)v.t:”2 RV d L dty ... dt, =
i=1 i=1

i=
4]
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n—2

1= 3t ,
R
n—2 .
1/2,v+1)ff. f N t e T g
j==1
0 o0

n-—2
1— 2 t;

T ns

= B (1/2,v-+1) % B(1/2, ;+3/9f f1 Z‘t—tn 2) S w7 dty.. dtg s
-

= B(1/2.v-+1) X B@/2,v+3/2) ... B(1/z,\,+1;1> %

% B(1/2,‘,+1)><B<1/2,v+“+1) SUL AL B e
2 2 n , n
— v r(v—|———)
2 2
I} Distribuigdo gama.

Denomina-se por tal a distribui¢io que tem como funcdo de freqiiéncia
. ,
o
r—1 —ax
— . X" . e se x>0
ro -~

o] se Xx =<0

(1) Tya,))=

onde a e A sio maiores do que zero.

E’ imediato verificar-se que I' (xj #,1) é uma funcio de distribuicdo, pois

1.°) ela é sempre positiva;

2.°)
e o
o A1 —ax —_ @ r—1 — —
—fl o X e dx _f] ay - X e~ %%, dx =—
N & T (0
—_— a1 —ax _— AN
—F(k)f X e dx__] o =1

Fungio caracteristica:—

d X A
itx a1 gy 2 . a x(it-0) _j—1 _
(2) Cx(f)——*‘f e . xM1 | e—ax F(k)'dx"'l‘ (}‘)fe oA dx =

4]

— T‘OEX) (w—it)™ . T () —‘—‘(aiit)k: (1 o ‘l})—k
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Suporemos daqui por diante @ =1. Assim sendo, teremos:—

P (e h) = r?x) Y

Cy (1) = (1 —it)™

Propriedades :—

Se x—> o , para qualquer A a fungdo I' (x; A\)—0
Se x— 0, 1" (x; A) — O para A > 1; I'(x; A}~ o0 para A < 1

Se A > 1 a fungdo admite um maximo. De fato.

dr 1 - —
— = e [ —1) —x]
dx )
e esta derivada se anula para x = A — 1 que sendo posilivo e um ponto do cam-

po de definicao da funcao.

Para a derivada segunda tem-se:—

ar e x .
o = e —x(A—1—x) + (A—2) (/\-—1~—x)—x:|
que para x = A — 1 vale:—
RS AR N AP
Fo | e o0 <
Momentos:—

E(x"):—i—f XL YL dx :—1—f e x T dx =

r (). Ty
" (A k)
:——1('[;) = (0 k— ¥
do que resulta:—

E(x) = &
E(2) = A0 +1)
D2 (x) = &
E () = A(h41) (A42)

E[(X—-k)3]:2}\
e como A > 0 isto mostra que a curva € assimétrica a direita.

\
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O teorema da aditividade subsiste no caso da fungio 1(x; X).

De fato, sejam n variaveis aleatérias independentes £, &, ...., &, cada uma

delas tendo distribuigdo gama como parametros A, A.. ..., A,
n
A soma £ = ¥ £; tem também distribuicdo gama. pois, pondo SA; = A, temn-se
i=1
1
C, ) =
*r (1 — it)Mr
n 1 1
Gt)y=r= =

=t (1 —it)M (1 —it)*
II) Distribuicdo beta.

Denomina-se por tal uma distribuigio cuja fungio de freqiiéncia é definida por

r'r+9

80P O =50 TR

X1, (1—x)a-1 0<x<<1) (p>>0,q>>0).

E’ imediato verificar-se que ela é efetivamente uma funcio de freqiiéncia.

Momentos:—

_ TTp+a
EO) =0 T

— T(p+a Tp+k.T(q) _ T'(p+q) V'ptk) _
F'(p).T(@ TFp+a+k T(p).T(p+4gq+k)

_ (p+k—1) (p+k=2)...p _ (p+k—1H
(p+aqg+k—1)...(p+9) (p+gtk—1)ik

Em particular:—

xk+p—1 (1 —x)a1 dx ==

E - P
() p+dq
E(x?) = (p+1).p
(p+a+1) (p+9q)

D2 (x) = P-q
(p+q+1) (P+09)?
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Tendo-se:—

dB(x?p'Q)__T(p—Fq) o et gt o
dx = Tip). ) Lx (1—x) {(P 1) (1--x) — (q—1) x}J

@B __ T(p+q) —3 (1 — x)a—3 —2) — (q—2
axz r(p).r(q)'xp R [{(p 2 )x}

<{(pr—1) (1—x) — (q~1)x} —x(—x {(p_l) + (q—l)}]

p—1
Daqui segue que a derivada primeira se anula para x = ———,
ptq—2
Assim sendo, as curvas representativas da fungdo beta sio:—
1) Suponhamos em primeiro lugar que p>1 e q>1.

Neste caso quando x —> 0, B — 0 e quando x—> 1, B— 0.

O ponto critico é uma fragdo propria e portanto pertencente ao intervalo
de definicio e a derivada segunda neste ponto é negativa. Teremos, entdo, um
maximo e uma curva do tipo i, que serd simétrica ou assimétrica segundo as hi-

poteses que se fizer sdbre p e q.

a) Se p=gq, x=1/2 e teremos uma curva simétrica e com a funcio de
distribuicio sob a forma:—

(2
#2_2_ . xp-—l . (1 _ x)p—~1
(Fp]
p—1 1 ‘
b) Sep>q x= > € a curva serd assimétrica a esquerda.

ptq—2 2
c) Se p<q, x<1/2 e teremos uma curva assimétrica a esquerda,
2) Suponhamos agora p>1 e 0<q<1.
Para x— 0, B — 0 e para x — 1, B —w
p—1
e a fragdo —————— € 1 ou menor do que zero e nesse caso teremos uma curva

ptq—2
do -tipo J.
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3) 0<p<l e g>1

Para x— 0, B — , e para x— 1, B—> 0.

ou é menor do que zero ou maior do que 1, de forma
que ndo existe maximo e a curva sera do tipo J invertido.
I""4A) 0<p<l e 0<q<l
Parax — 0, B—>w e parax —1,B — o
a fragao& ¢ propria e a derivada segunda € positiva e teremos uma

ptq—2
curva em U.

Distribuicdo 42

Seja ¢ uma variavel N(0,1), isto é, uma varidvel com distribui¢io indivi-
dualizada pela funcao de freqiiéncia:—

1 X
fo0 =y ¢

vl
i

(—oo <X+ »)

O primeiro problema que pretendemos resolver é a determinacio da dsitri-
buicdo da variavel

=&
Considerando que o evento N <y (y > 0) verifica-se e somente se verifica se
[el=1y

pode-se entdo, escrever para fungio de distribui¢do G(y) de rj:—
Gy) =P =y)=P(Vy =e=+Vy)=F(+Vy) — F(=Vy)

em que F é a fun¢io de distribuicdo de &
|

Da (3) segue imediatamente para funcdo de freqiiéncia g(y) da distribuigéo

de 1y :—

gy =4 G =

YITICHVY) 4 Loy ri(—Vy) =
dy 2

1

1
2
=2 y‘?[f(+V§> +f<—V§>4|
1
2

1 —y/2 1 —y/2
— € — £
[ Var ¢ T Vs ]

bof =

y
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ou finalmente:—

EEE y‘“;" e V2 se 'y >0
(4) gy = V= '

0 se y <20

resultado que cotejado com a (1) mostra imediatamente que a distribui¢do do
quadrado de uma varidvel aleaiéria N(0,1) é um caso particular da distribuicdo

1
gama quando nesta se supde @ = A= ——
2
2 — Funcdo caracteristice:— Da (4) segue imediatamente:—
Co() = (1 — 2it)-e (5)
3 — Consideremos agora n variaveis aleatérias £, &, ... ., & independentes,

N(0,1) e determinemos a distribuicio da variavel

i

7P =L

1

]

i

A funcdo caracteristica de cada £;* sendo dada pela (5) e como da indepen-
déncia dos £; segue a dos £;%, podemos entdo escrever:—

(1 — 2it)y ™= (1 — 2it)™"?

0"

sz (1) =

=1

Comparando novamente tal resultado com a (2), verificamos que a funcdo
caracteristica de y? coincide com a da distribuigdo gama quando nesta se supée

n
a« = 1/2 e A = ——; assim, pelo teorema da vnidade de Levy, podemos escrever
2
para a fun¢do de freqiiéncia de x = 42
1 _X
ko (X) = ————— x"?71 e 2 (x > 0) (6)
2r2p (i)
2
e para a fungdo de distribuigio de x = y?

ko (X) = — L ot g
2n/2r<l)
2/

em que a quantidade n nela figurante é designada por nimero de graus de li-
berdade.
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4 — Propriedades de k,(xz):—

o () st e () e (D) aE

dx 2
C n_, _x
= — X2 ~.€e 2 (—X -+ n-— 2
2
Essa derivada so se anula para —x + n — 2 = 0, ou seja x == n — 2, pois,

desde que x>0, os restantes fatéres sfo sempre positivos.
Consideremos, entdo, os dois casos:—
a) n<2 b) n>2

Sob a hipotese a) ndo existe ponto eritico, pois n — 2 < 0 e como x > 0,

nio pode subsistir a igualdade x = n — 2.

Para a derivada segunda tem-se:—

d? kp (X C X L B
*f—“(—)f:f,e 7. X2 — 22X+ (=—=x+0n0—2) (n—x-—4)
dx 4 ) i
que para Xx = n — 2 tem sinal coincidente com o de —2(n—2), isto é, sinal
negativo, do que segue a exisiéncia de um maximo no ponto x = n — 2.

Para x < n—2 a derivada é positiva e a fun¢do é crescente; para x > n-——2
a derivada é negativa e a funcfo é decrescente. -
Para x — 0, k,(x) — 0 e para x — ®, ko(x) — 0. Teremos, entio,

uma curva do tipo i.
5 — Momentos:—

o) n
R O
Tyl ey =

E(XK)ZW—@ X . . . r<—;_>
=n(n—+2) ... @1+ 2k—2)

Em particular
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-]
o

6 — Teorema da atividade :—
Se ‘/?, /j .. ... 72 tém distribuicio y* com ny. n.. ... n,
A ' .
liberdade, a variavel
2 A
Vi :-2 a
j=t
n
terd distribuigdo X* com X nj graus de liberdade.
it

Com efeito, a funcio caracteristica de 7;2 vale:—
-

« Cr(t) = (1 — 2it)
“i

do que segue

graus de

n - ?S)"j -
Cot)==Ce(t) = (1 —2it) 251 = (1—2it) 2
’ et 4
"
e portanto 72 tem distribuigdo 72 com n = X n; graus de liberdade.
=1 e
7 — Freqiientemente interessa saber a probabilidade de que /2 assuma um

valor maior ou igual a um fixado y,% isto é, P(y2>7,%), ou seja, geométrica-
mente, saber a area delimitada pela curva e situada a direita do ponto 7,2 e isto,

evidentemente seri dado por:—

Py o y) =t — /xrﬁ”.e—’-ﬁ. dx =1 — ky (2)

#72(2)
2/ 2

Para calcular o valor de P comecemos por fazer a transformacio x = v,

que € biunivoca pois x>0. Tem-se:—

2~ .2 —_— 1 v n—1 ~L’
P ) = [y e L dy
(1)
2/ v,
¥
Por dupla integragio por partes em que se faz dv =y . e 2 obtém-se:—
3 y2 To v 72 »
fy“_2. e T dy =e T.7% + (—2)1e T, 7y -

Lo

= ¥

tm—a Yo T ay
Yo
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Podemos, entdo, fazer duas hipéteses: 1) n = impar. Entdo, n — 1 é par
e, neste caso, por aplicagdo repetida, atingiremos um valor n — k (k impar) =0
e teremos uma integral de calculo imediato. 2) n = par. Nessas condicdes atin-
giremos n — k’” = 1 (k’ impar) e portanto a uma integral primitiva.

Mais especificadamente, suponhamos n impar

72 e 2
0 _n-2 % _n—4 . .
P ::{ e 2.7, + (n—2ye 2./, H..4+n-2) n-4)..3.e 2.7+
: e v 1
— 2 _‘n'—"__—
+ (n—2) (n—4) ...3.1./ e dx} g5 1 T(_IL)
° 2

n n—2 n—4 1 —

d e se bstituindo T'{ — ) por —— ., oo — .V e apbs
o qu gue su 1 (2)p 5 5 5 - p

simplificacbes evidentes:~—

12 .

1. 1.3.5

Para n par obteremos facilmente:—

12 2 4 —n—2

o 7/ / /
P—e—51{1 o o e

’ ( + 2 T 2.1 T +2.4...(n—2)>

Por exemplo, seja £, =1 e n=2

P=¢e12}log P = 1,78285275 { P = 0,60653

*
* *
Consideremos a seguir n varidveis aleatérias independentes £,, &, ..., ., cada
h
e e a 2
uma N(0O,0) e procuremos a distribui¢io de y = X & .
r=1
er . 1 52 En - ca s
Ora, as varidveis — , ==, ..., =— sendo N(0,1) a funcdo de freqiiéncia
o ] o
n &3
da variavel x = Y > é:—
r=1 G
1 2 —x/2
xz7h e ¥
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V4

Mas

2
Vgl
—_ 42 =" __ 2
y=o 2 = ¢*X,

do que segue para funcao de freqiiéncia de y notando que o jacobiano de trans-

1

0.'.

formagio é

1 n_ ¥ 1 h_ _ ¥
e e (l) 7 ! . € 282 . — == 1 .y ! . € 262
o p ( n ) ? g p (i>
2

2
Seja agora
n B
A _1_ _‘: &2 e ~1_ y
n r=t n

Do resultado precedente segue imediatamente para a fungdo de freqiiéncia de
z, notando que o jacobiano de transformacdo vale n:—

n n/2
(?) Z%_l _B_Z.)

. e 20=
- ( ) ‘
2

Consideremos a seguir

Tem-se:—
Glv) = Ply < v7) = F(v?)

Substituindo na ( ) e notando que dy = 2v.dv, tem-se para funcio de fre-
quéncia de v

Seja agora
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entio a funcdo de freqiiéncia desta variavel é:—
n \n?2
2. 9 . oo ¥
f(w) = ——— - "

n) ..y . e 2 5l
ot T [—
¥

Distribuicao de “Student”

Sejam &, £y, ..., &, n -+ 1 varidveis aleatorias independentes tendo todas dis-

e . . 12
tribuicdo N(0,6). Consideremos a varidvel 1) — - V n-.l & e procuremos

a distribuicdo de t = ¢

D

Seja S,(x) a funcao de distribuigdo de t. Tem-se:— .

Sp (X) =P (t=x) =P ./i/x)
\D

Determinemos em primeiro lugar f (&, ) .

Notando que por hipdtese ¢ é independente de &, £2, ..., én e portanto in-
n
dependente de X 52

—

. - Assim sendo, a funcdo de freqiiéncia de (£,1)) é o pro-
=1 .
duto das fungbes de freqiéncia de £ e X).

Mas a funcio de frequéncia de £, sendo, por definicao,

1 ewffi
— 2
o V211 ’

e a fungio de freqiiéncia de 1) pela (

} sendo

n \n/2
2 _nn
u—1
.0 . € 9g?
i I1(n)
2

Entdo, a fungio de freqiiéncia conjunta de & 1) sera:

n n/2 '
2. () , ‘,
1 2 ¢ o

U .l e L e 542
n
s Vor 0“.F( >
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£
. . .. [y _ P .
Como 1) ¢ positivo e para qualquer 10, -> - ~7 X verifica-se e so se ve-
IS

rifica se & -7 1y x, podemos escrever:—

o ll_ n2 P Ox
3 bz (2) _fangt
P( /x): ——— : nt !, e" T, .de.dp
D T S o

2

Procuremos, agora. retirar a variavel ©) dos limites de integracio. Para tan-
to definamos a transformacio:—

E=u.v V=0
cujo jacobiano vale: — v,

Notando que, com isto, os limites de integragdo passam a ser

—w <<u<x, 0<n<<w

podemos escrever:—

— n 3’ x ©
| vz (?)
S (x) = . duf vh.e 20 . dv
//':—. gh+1 . 11( ,,>
= 2/ %

Mas, podendo-se escrever tendo em vista a (7)

(")

R . g 1 [ T R SC . d (v2 1
ve e 20* . dv = - v 2 e Ty, e N
f 25 2f( ) 2o (v%) 2 (u-j}—ll n+i
2 o )

Oy

Snfx) = . — . du =

an o) | ey
) 2] % 2 32




80 ARQ. FAC. HIG. S. PUB. UNIV. SA0 PAULO, 3 (1) 1949

que é a fun¢io de distribuicio de t. Daqui segue imediatamente para a funcio
de freqiiéncia de t:—

2 — Propriedades:—

.

a) a distribuicio é independente de o;
b) a distribuicdo é simétrica em térno do ponto 0;
¢) o expoente da quantidade entre paréntesis sendo negativo ¢ evidente que
o eixo das abcissas ¢ uma assintota;

d) o ponto x=0 é um ponto de maximo;

e) a ¢é finito para k<n.

Com efeito:—
+w» 9 a1
X\
E(xk)=C><f(1+‘n‘) Cxk L dx

X2
Para x-»—f_—oo,(l—l—?

gundo fator é um infinitésimo de ordem —k e a ordem do infinitésimo integran,
Jo sera n —k + 1 e para que a integralexista ¢ suficiente que n>k.
para g g q

- 4 ”, . - « .
) é um infinitésimo de ordem n+1; o se

Momentos da distribuicio: — Da simetria da curva em térno do ponto 0

segue
Ayt == okt = 0

Para os momentos de ordem par tem-se:—

-+ »
11(n—|-—1) ot
2 -
2k
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GAMA . 8
1 n—2k
e como pela (24) a integral vale B (k -+ o

) pode-se escrever utilizan

do da (25) e aplicando k vézes a (5):-—

ok == Mk == - —Pk—n— . T (gk—;—l) . I‘(E_—_Z—g‘f) e
Ve r(7)
nk et - (N
. ‘).]/_.1——k__
S (g e
_ nk (2k)! _ 1.3, ... .(2k—1)
T m—2) ... (n—2k)  2.k! T (n—2) (n—4)... (n—2k)
Em particular:—
D* (%) :n-‘l2
3n2
v

= >3
(n—2) (n—4) -

e para n diferente de 2 e 4 esta Gltima desigualdade indica, pois, que a distri-
buigdo t é leptokdrtica.

Distribuicoes “F” e “z”.
Sejam &, &,

vy gm € D]; {)2! .
pendentes com distribuicao N(0,0).

.» Dp sdo n -+ m varidveis aleatorias inde-
Consideremos

e

. & m oy by
/ = -~ onde ,,::_‘(Er e n=>2
{) r=1

r=t F
Notemos em primeiro lugar que X>0 e a funcdo de distribuicio de X sera
nula para X<0."~
Determinemos as fungdes de freqiiéncia de ¢ e @)

Como £ e 1) sdo somas de quadrados de m e n variaveis eleatérias indepen-
dentes N(0,0), suas respectivas fungdes de freqiiéncia sio pela (6):—
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Déste resultado segue para funcdo de freqiiéncia conjunta de (£,0)) notando
que elas sdo independentes

1
min n4m m n
92 | a .r(——). r(—)
2 2

e, portanto, como no caso de Student, notando porém que no caso presente £>0

2 2

4

/E P - 1 ‘
P ({) %;X) = —m <n .
272 Lotitmyp —) r()

[+ 0
Fazendo novamente D=» € Ef=upp vem
X «w
& 1 m_ nim
P<‘“ :X>—— o n m prldp roe
D 272 .o“+m.T< I‘(%—)
2 2
o o
el m 1
gy 1 d 1 w2 dp
e 942 UV = " m+f m-n .
S (0 e(2) | ()
2 2 2 ¢

donde finalmente

)
m m-n
P(i éx):: - 2 - pr L (pk )2 L de
o) )
2 2 0 "

que ¢ a fungdo de distribuicio de 7. Denotando-a por Gp, o (X) pode-se es-
crevre para a fungiio de freqiiéncia de 7 :—

m+n )
Cm,n (X) = I‘< ) mo_y
(

r ?>1‘(r_“.> T
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Isto posto, seja:—

1 L 22
m j1 °r n
F - r - — /
n
1 2 2 m
n oo

tem-se Imediatamente para func¢do de freqiiéncia de F

LT I S

f(F) = . BRI
RGN CED

ou denotando I por x:—

f(x) ==

que ¢ independente de o.

Propriedades de F: — Consideremos os trés casos:—
a) m<2 b) m=2 c) m>2

Se m =2 o expoente do numerador é nulo. Quando x —> 0 o denominador
n-{-m
tende para n 2~ e I tende, entdo, a uma quantidade finita. Se x —> o0

o denominador tende acw , F —> 0 e teremos uma curva em J invertido.
Se m<2 o expoente do numerador é negativo. Quando x —0 e F tende para o
Para x — oo, F — 0, e teremos novamente uma curva em J invertido.

Se m>2 o expoente do numerador é positivo. Quando x —> 0, o numerador
—0el —0

Se x — o a funcio tende a zero e teremos uma curva em i. Neste caso €
m-— 2 n

n+ 2 m

facil ver que a funcio tlem um mdiximo para x =

Momentos de F:—

Utilizande da (21) podemos escrever: —



84 ARQ. FAC. HIG. S. PUB. UNIV. SA0 PAULO, 3 (1) 1949

m - n ®
. n n T( 2 ) o —mta
E(F) = “E@) =—. X% (14-x)7 2 . dx

(3) (%)

r(m 2 n) T(% B 1)
1] n
—_ . = n>2
" @) GGy T
2 2 2 2
De forma analoga
2
E (F?) = n? (m+42) (n> 4)
m(n—2) (n—4)
do que se deduz
2n2 —
Dt (F) = - ZLOED T2 (n>4)
m(n—2)% (n—4)
Consideremos a quantidade z = 1/2 log F, que varia de — o0 a 4 o .,
Tendo-se F = e*
P(zx<x) = P (F=e¥*) = Hp,(e®*) em que H é a fungio de

distribuicio de F. Daqui segue que a fungdo de freqiiéncia de z serd:—

hp o (e2) , 2 | eX

ou seja:—
: 2 n%. T(m—{—n) . (e“)g_1
2
2. e, o a0 V-ERT
rf—). 7{—=—).(n me™ ) 2
(3)- () (nme)

o m-n
LR +> mx

2 e

(5)-0(3) (e me)
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SUMARIO

O autor, numa primeira parte, deduz, de forma accessivel, as principais pro-
priedades das funces beta e gama e numa segunda parte utiliza déstes resultados
para dar uma visdo sintética das fungdes de varidveis aleatorias unidimensionais
normalmente distribuidas, que maior interésse oferecem para a estatistica.

SUMMARY

The A. deducts in a easy understandable way first the properties of beta
and gama functions, then he uses the resulta for a synthetic birds view of unidi-
mensional normally distributed aleatory variable functions which offer the most
concern in statistics.
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