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INTRODUCAO

O presente trabalho teve origem em uma questio que nos foi proposta du-
rante o curso de Estatistica Matematica ministrado pelo Prof. Pedro Egydio de
Oliveira Carvalho. Tendo ele nos encarregado de discutir a determinagdo dos
valores da esperanca e da varidncia das caracteristicas amostrais g; e g, vimo-nos
compelidos a consultar o trabalho de Geary, citado por Cramér, no qual o pri-
meiro déstes autores demonstra a independéncia entre as varidveis aleatérias
X, s e (my mz—’vz‘). Surgiu-nos, entdo, a idéia da possibilidade de generalizar
os resultados perquirindo o que aconteceiia no caso de uma amostra proveniente

de uma especificada populagdo normal a k dimensdes.

Foi-nos sobremaneira entusiasmante o verificar que esta generalizagio era
perfeitamente exequivel e nos conduzia a um resultado que nfo encontramos

similar na literatura.

A originalidade assim conseguida, aliada & grande messe de importantes
coroldrivs conseguiveis, convenceu-nos imediatamente que o assunto merecia as

honras de uma tese.

Registramos, com imenso prazer, a dedicagdo e competéncia externadas pelo
Prof. Pedro Egydio de Oliveira Carvalho na orientacio déste trabalho. A éle,
téda a nossa gratiddo.

)

Tese de concurso a livre d'océncié da cadeira de Biocestatistica da Faculdade de
Higiene e Saide Publica da Universidade de Sdo Paulo, aprovada em abril de 1951.
Entregue para publicacdo em dezembro de 1951.
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§1—

Seja
X1p X2p 5 o2y X (v»:: | n)

uma amostra de tamanho n suposta proveniente de uma populagio normal k
dimensional, com médias

«

0,0 ...,0 ‘

e matriz das covaridncias especificada por:

-

1 se  i=]j
Cij —
' 0 se izj G,j=1,2, ...,k

Notemos, inicialmente, que para a questdo que se tem em vista, os valores
particulares 0 e 1, supostos serem a média e o desvio padrio de um dos compo-
nentes do vetor populacional, ndo constituem perda de generalidade, pois, em .
£ — my

o

contrario, se fossem éles m; e o; bastaria definir a variavel reduzida

para recairmos no caso aqui considerado.

k
Definamos o momento amostral centrado de ordem p=2X p;:
i=1
I B = B ; = Fg
Mpopy..pg="-"— 2 (Xp —X1) ... (Kev — %)
n r»=1
1 o Dby Pk
=— 2 8“ con Oy
n rv=1 g
! n k P
R S - Ew
n y=1 i=1
em que:
- ] &
Xjp = — > X
n v=1
Yy 1= Xiy — Xj. (i(= 1,2, o i k)

O problema que pretendemos abordar é o da determinagdo do valor de:

s r 1 “, k P fr
(1) e (mpl--.pk) =E (mp1 --»pk) = —;E[Z T 5“]

n y=1 f=1

ou seja, em palavras, o momento ndo centrado, de ordem r do momento amos-

tral centrado de ordem p: mp - .. p .
it
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Da (1), segue, pelo desenvolvimento de Leibnitz:

1 r! Ko o
(2) a(mp .p )=+ E e W B v
1 n ry +...+rn=_r rl! SRR % B P

a somatéria sendo estendida a tddas as solugGes inteiras ndo negativas da equagio:

n+rn4...4mn=r

Mas, subsistindo:

r! ko Pt
2 —_— T OU —
Py teetrp=r fll @ %4 l'u! 4, v
r ! n k, e P T,
=2 X —_— n 310
e=1r4itrg=r ;! ... r! gg>..>q =141 Iy

em que Iy, ..., I, constitue uma e particio propria de r e, portanto > 0
(h=1,2, ..., e); tem-se, por substituicio na (2):

1 g r! k'e~pirh
(B) ar(mp ..p)=—+F 22X — E L
M e=1rdtrg=r 1! ... 1! 16>..>q,=1 th Iy

Notando que para qualquer conjunto y;...7y., a esperanca figurante na
(3) é sempre a mesma, pode-se escrever:

n k, e T n k,e p; T
s Ena"lhz( Ex 3, "
T Byl 40 Ty e ih
Assim sendo, a (3) torna-se:
1 S /n r! LI g
(4) afp ..p)=— % X ——— E & 3§,
T nf e=i\e/ rg+.tre=r ! . .rel i,h

Este resultado mostra que a solugdo do problema proposto fica na depen-
déncia exclusiva da determinacio de:

k, e pi rh
(5) E= &

i;h

Esta questdo foi tratada para o particular caso de uma amostra proveniente
-de um universo normal unidimensional por Geary. Este autor, em um artigo
publicado na “Misseldnea” da Biometrika de 1933, pagina 184, da as linhas
gerais do método por éle empregado para atingir tal objetivo. Seguindo estas
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indicagbes que, ndo se pode negar, sdo bastante vagas, passaremos, generalizando

e dando porm.enores a determinacdo da (5).

Para tanto, comecemos por considerar o valor da funcio geradora de mo-

mentos do vetor com n.k componentes:

(811,'..8}(1), (812, ---;8k2)y -..., (811’11 ...8kn)
Tem-se:
n k . n k p—
yfl 151 6ivtlv p'z—"l § (xiv _'xi) tlv
E ¢ = B
n k "1 n
X 2 (xw — DXy xiy) tlu
v=1 1 y=1
= B €
n k 1 n k
i 22X Xy by = == 2 { (R oo X ) B
s e‘p=1. 1=1 , pe=1 =

k 1 k l\ n
. iilxil (tyy _'Epfltlr) Pl lflx in.(t‘ in = F,,flt“")
= €

b 1
& 4 'le“’ (tiy "—-"—n
=

= E © ¢ —-
p=1
ou seja, usando o fato da inter-independéncia assegurada pela hipétese:

k n
n §1xlu ’(tly- - n— § tiy )
(6) E e’ = =« E e'7h -

Lembrando, agora, que para o caso de uma distribui¢do normal k dimen-

sional com varidveis independentes:

N,H
N

entdo, a (6) torna-se:
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/

1 & 2 2 LS 1. (" n 2|
o dE[ete Susf(E) ]
v= ; '
1 k n § 2 n v n 1 D
_ e? 12:‘1[_:1151 tw - _n— vfl tiv 'Vfl ti” + ( 21 t“,) J
k n n 2 7
Lyl z¢ Lzt
(1) IRty =T S V=t
— € —
Desenvolvendo-se em série ambos os membros da (7), tem-se, de um lado:
n k n k 1
vfl 15181” tiv - . ,,51 iéll Biy th’) )
B e =E X
1=0D l!
1 » ) 1 kn liy> k, n 11y
(®) 21-_2—,0 zk n ELVREN 11-:” by - B <1:tv 31,,)
’ ) ¥y gl,=1 T (111:)! ’ ’
= gt i, v
e, de outro lado: '
k 7 n n o |
1 2 1 2
—2—-‘1__2_'1 Ly£1t“’ T (y£1tl”)_l
e —
k n 2 1 k ‘n 2 w
it —— 3(2,
f 1 i=1 p=1 n i=1\w=1
- w=0 2w w!
1 ® k D g \8 IR k n 2 Ju—s
9 = & ME EL) = z(zt,
A 2w w! s=o S i=1 y=1 v n i=1 \p=1
Mas
k n 9 s S' k, n 9
I3t |=2z x £V
i=1 p=1 v k k,n i, v g4
X Es,=s T (si,,)!
i=1p=1 i, »

C ok n 2 Jw—s (m——S)‘ n 2q, n 2q,
[2(2%)] = 2 ———r—-(ﬂti,)..,.(ztkp)
1=1 \y=1 | qk‘ =1 v=1
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Substituindo-se em (9), vem:

CET Rt (2 )]
a P %
2 1=1\ y=it & (v=1 1") .J —_

e L
® 1 @ 1\¢—® s! LT
- % 5 (O] = 2 B DN tlsy ><
w=0 2“’0)! s=o S n k n k, 8 i, » v
T e, =8 T (syu)!
1=1y=1 i, v
X P (“’_S)! :_f _2 (qu)' ; t‘_Lj'y.
q+-..+gq =w—s ql! Ty qk! i=1] b+t ep=2q ‘uj]_! s@ [Ljn! y=1 'W
- 1 ®, 1 \¢— 8 ' 1
=5 —_ & (--) " B 1 x
w=o 2 s=o0 n k n k, n
- I % os,=s =« (s1)!
i=1 p=1 i, v
" 5 L (@)t 2 et
9 +..+q=w—8 ql!...qk! i=1 P'j1+'--+p‘jn=2q]- JTITR B Win! y=1"

(10)

Tendo em vista que: o
{Pj”lzij (i=12,...k)

entdo, a (10) s6 contem térmos em t, cuja soma dos expoentes é um niimero
par. Desta observacio e da identidade em t da (8) e (10) assegurada pela (7),
resulta imediatamente que sob a condigéo: .

k n
2 ¥ li, = namero impar
i=1 p=1

tem-se:

E m 6, =0 (11)

Notando, agora, que em (5):

k e k

Yy X Pi Ih—1T 2 Pi

i=1 h=1 i=1
entdo, a conclusio supra permite, levando em conta a (4), afirmar que:
ar (mpl .o Pk ) =0
k

se r . Y p;— nfimero impar
i=1
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Ainda como conseqiiéncia da nulidade da (11) segue a possibilidade de
dar & (8) a férma:

M

n k 1 k, n 1, k, n 1,
§1 x{,‘lawtw % PRCE— 4 th, X E ( T ai” )
(12) E e’ 7 =& x () "7 b

i, v

heds
|| b =

-

Passemos, a seguir, a identificar os coeficientes de:

k, n 1
iy
t,

1y
i, v

nas (10) e (12).

Consideremos, na (12) um conjunto fixado de valores dos 1, e, portanto
um valor fixo 1. Com isto:

(13) 285 -+ nw =1y

para quaisquer j e v.

Ainda, da unicidade do desenvolvimento em série segue, na (10):

l=o

k
2 qp:l—s

i=1
Por dltimo, notemos que da (13) segue que para um conjunto fixade
dos sj» 0s pj, e com éles os q; tornam-se fixos, pois os lj, ja sdo fixados, e

dados respectivamente, por:

pir =lp —28;

na (12): -
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’

e, na (10)
1 1-
-1_1 > (__L> Sy 1 > 1
' s—o k, n 1 = n
2 s n ; - s,=s T (Su)! n [——— zl, —x Sw]’
1=t = i, v i=1] 2 v=1 y=1

€, portanto:

> k,naliy
T ;
E<1’v 111) 1

1 1 1—s 1
Rl SN T s o l
e T g n k 8 'k, 1
© (li)! : I s, =s = (Su)!
i, » i=1 p=1 i, »
k n n
™ [2 ljy — 2 2 S]V]I
1 §=1 | =i, y=1
(14) % s 9 P =g
x| — 2 —2 Sj,,] ! n I:ij — 2 Sw] !
i=1) 2 »v=1 e ] v )

Da (14) segue imediatamente, para valor da (5), fazendo:

o indice n= e
bty == Pj .Tn (v:h‘=1,2,...
k e K ’,
2le= 2 & lpe=tX p=ip—=—24
o BEs [
k, e P
E = B.jjhrh . s ¢
WL L — 1 P (__ __) =t 5 SIS R
g B 2% s=o n £ e K, e
& (pJ rh)! v - % X By =8 o (th)!
i, h j=1 nh=1 i,h
k e e
kS [ijrh———Zzs,u]'
i=1 n=1 n=1
X
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Daqui segue, finalmente, por substituicdo na (14):

k, e
! . 1 (p, l'h)!
r! 1 i, h
a- (mp ---Px) — 2 2 ><
1 29nF e=1\ e L+t rg=r Bt oo Bl

15) .

Ly jl[pjr—2h£15jh]!
xs:o(—7> k e f [p,»r
)

e K, e
I S =* jil _2——n§1 th]!j:nh (th)!(pjrh—Qsjh)!'

= Al

A=

 em 5 ' \
Na aplicagio desta férmula devemos ter sempre presente que, enquanto
plicag pre p que, eng
Iy, ...,Te constitul uma e partigho propria de r e, portanto rp, >0 (h==1,2,

.v.y €), S11, ..., Sge constitue uma partigdo de s tal que :
pir - . :
Bt Z'Vsjh (]:1,2,,...,1{
h=1

2
seja um inteiro nao negativo.

Em particular, para k=1 e p, :}S, vem:

1 r TR ;
ap (M) = A <n>2 (pri)! ... (pre)! %
©29n" je=1 \ e /) .. trg=r fall 42 T80
(16)
e . ,
xEEDT (2q—29)!
s=o n 8, +...+8g =8 (q—S8)!8,! (prs —2s:)!) ... so! (pre—2s.)!

em que se féz: spy—ws (h=1, 2, ..., e). , e

A (16) constitui, com ligeira modificagio formal, a férmula de Geary, ja
aludida acima. :

Para k= 2, a (15) torna-se:

{ = - ! l... (pate)!.
ar (Mp, ) = ¥ ¥ (n> 5 (Pe11)! ... (P Te) (?Pz r1)!... (P2 Te)
1 2a nr e=1 e r1+..,+ rg =1 . r1! e re!

C(pir—2 X sp)! (par—2 F sw)!
: h=1 =1

: pl T ork p2 r é‘!
(B1p T %) =% ( 2 o h§1sm)! (T - Szh)!

<E)E X

e
%

8
= Sy h=1
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1
(17) P =g
Ky Slh! Szh! (p1 rh—" 2 slh)! (pz rh_ 2 82h)!
h=1
§ 2 — Aplicagbes para o caso unidimensional. —
2.0 — Pretendemos, neste paragrafo, utilizando a (16), determinar os valo-

res de @ (m,) para r=1,2,3,4 e p=2,3,4.

2.1 — Para r=1, & (m;) = 0. Assim sendo, tem-se, fazendo p==2h:
2h)! » 1 Rp=e 1
18 L Ay o1
Lie) % e 28 = ( n ) s! (h—s)!

Da (18) segue, fazendo h =1, 2:

& I~ 1 1 n—1
o (m.) s=0< n) s! (1 —s)! n + n
4 i 1 1 1 1 3 (n—1%
1 e e—— _— ———:—_6 —_——— — — - ———
e () 4 séo( n) s! (2—s)! [2n2 n T 2] n?
2.2 — Para r=—2, tem-se:
! £ ! aac o) !
e B0 2t % <n) 5 pri)! ... (pre) >
22n2 e=1 \ e rt.tre=2 ! ... re!
P 1\ ®(2p—25s)! 1
Z(—— = 3
Xs=o( n) (p—s)! s+ ..tsg=5 sl (pri—2s)l..8.! (Pre —2se)!
ou seja: ‘
1 2 1 {F—* 1
s (mg) = —— {<zp> Z( S ="k
* L 1y (2 p—2s)!
, —neEH X (——
f =Dl Z{~_) St X
(19)

X 1 }
s, +8,=8 $§!(p—28)!s!(p—2s,)! |
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Fazendo na (19) p~2, vem:

) fag S

S 1y (4—25)!
+{i—1) &) Eo( ") (2—s)!
1
X s‘l‘:—l—s,———'s 81!(2—81)!82!(2—-—282)!}

_ 4.1rl { %_12(‘1‘%1)]4_[_%_&:1_)]‘4_[12}4@—1)]}

n
. n2—1

n2
Ainda na (19) fazendo p—=—3, vem:

i

[ 3‘ 1 3—8 1
2n '[6! =z <_—rf) s! (3—s)! +

a (ms) ==

1
X f+u,=s $:! (3—2s;)!s! (3—25,)! }

1 {[_ 120 120(n—1)]+[ 360 144(n—1)]+
8n n . n® n?

—

nZ

+ [_ 3i0 _ 12 (nn——l) ]+[120]} _ 6m—1 (-2

n}B

Finalmente, para p—~4, a (19) torna-se:

1 4 1 4—8 1
@ (m,) = [8! ) (-——~) ST TR TR
Y 24n s=o n

s! (4 —s)!

: 1
2
>< 5,1 8,=a 81! (4—281)!82! (4—-282)! }
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1 [[1.680 , 1.680 (n—1) 6720 2.880 (n—1)
T | e o R e b

16 n nt v
4 [ 10080 " 2.016 (?-—1) ]4[6-720 4 576 (n——l)]+
| n? n h n

+ [1.680 + 144 (0 —1) ] }

3(n—1) (3n*+4 23n2—63n 4 45)

e (m4) = nt -
2.3 — Para r==3, a (m3) = 0. -Assim sendo, fazendo p = 2h, vem:
3! 3 © T (2hr)! ... (2hr)!
o (mzh) _ 5 (n 5 ( 1'1) ( ) e
23 n® e=1 Tt T =3 ry! ... 1!
' 3h 1 \3b—s= (6h——2s)!
>y (— AP R Tae e
X s=0( n> (3h—s)! X
XX ‘
s, +.t+se=s 8! (2hr,—2s)!...8!(2hre—2s,)!
o 3! sh 1 \%n—¢ ._(6h—2s)!
@ () = —— & (— 7) Gt X
, (6 h)! 1 (4h)! (2h)!
; n—1) ——~2 7
X{ 3! s! (6h—2s)! +@—=0 2! X
1

=
s,+8=5 8! (4h—2s,)!s,! (2h—2,)! T

(20)
+ 8=0E=I T @ Tx

. 1 !
P ‘ s
8,48, +8,=s 8! (4h—2s,)!s,! (4h—2s,)!s,! (4h—2s;) }

Para h=1, a (20) torna-se:

_ 3y (_AyTG—29rgel 1,
w(m) =5 2 (- ) (3—s)! {3' Se—201




ELZA SALVATORI BERQUOG — SOBRE A DETERMINACAO... 225

L (n—1)4 ' I +

s, +s,=5 5! (4—2s,)!s,!(2—28;)!
+(ﬂ—1) (n.—2) 8 X 1 '
31 st8,+e,=8 8! (2—25,)!8,! (2—28;)!s;! ((2—253)!

:L{[_ 20 60(n—1) 20(n—-1),(n—2)]+

nd na' ns

+£ 6? +84(n:—1)+ 12(n——12) (n—2)]+
b n n n

. . [ 60 3§(n—1) . 4 (n—1) (n—2)]+;
| n n n )

+[20+120—1)+ %(n——l)(n——Z)]} ’

[ 23 (mg) ==

(n—1) (n+1) (n+3)

n3

Para h=2, a (20) torna-se:

' 31 & s—s (12—2s)! [ 12! 1
as (M) = xz (._ L) ( s) +
9A P e - (6—s)! 31 sl (12—2s)!

+w—1 4y ‘ s

2! ds,+s,=8 5! (8—2s5,)!s,! (4—25,)!

(n— 1)(n 2) | 1 |
e [4']352-1—5 +8,=s 81' (4—-2 s1)!s.! (4—2s,)!s,! (4_283)'}

3 120 1 1 m—1 m—2)] _
ag (m,) = 20 {W[ 6!+ 2 + 6! ]

_ 51'0;5 (22 438 (n—1) 4+ 6 (n—1) (n—2) ]+
8 T , ’

+ 990 - 762 (n—l)'+78(n-——1)(n—2)]—
41n* | v

i ”18.480+7.056(n—1)+432(n_’1)(n—z)]+
3tne | 4 _
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! B -
s 2"’"2 138.600 4 26.040 (n— 1) + 936 (n— 1) (n—2) | —
tnz | |
20 T .
= 332.640 - 30.240 (n— 1) + 864 (n—1) (n—2) | +
n | i
+ 110.880 - 10.080 (n — 1) + 288 (n— 1) (n— 2) }
as (M,) = 37_(_‘16“—‘)[:1 4 27 n* + 226 n® — 1.098 n* + 1.725 n—945]
n
2.4 — Para r—4, tem-se:
1 4 | . !
o I 4! 5 (n) 5 (pra)! ... (pre)! +
. 2%n* e=1\ e Pt g =14 % I

1 1\*® (4p—25s)!
F T o ol il L2

+ Z( 2)  “@r—wi
5 1
g+...+g=8 S| (pr;—2s;)! ... 58! (pre—2s,)!
4! %= 1\*® (4p—2s)! [(4p)! 1

s o B [y

@ (m,) 22 nd s=o( n) (2p—s)! { 4! s!(4p—2s)! T

1pl
+ (n__ 1) ﬁ[&?_ P 1
3! s,+8,=85 5! (3p—2s,)!s,! (p—2s,;)!

1

n—1 2
[ep)!] f+.’=, 5.0 {(2p—28:)! 5! (2p—28:)! +

8

+

+ =002 Gy 2pyx
(21) -
1 4
>< f+'a+sa=“ S! (p“"zsl)' S, ! (p—2 Sz)! s3! (2p-—283)! +

n—1) (n—2) (n—3) 2 °
+ e (P} ,fﬂﬂ,ﬂ:!

1
S;! (p—28)!8! (p—28,)!'ss! (p—254)!s! (p—254)! }
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- Fazendo na (21) p=2, vem:
' 3 ¢ 1\*® 8 —25s)! 8! 1
ay (mz) — X (__ _) ( S) { _l_
21n® e=o nj/ (4—s)! 4! s!(8—2s)!
6!2! ‘ 1
n—1) —— %
—I_ ( ) 3! sl+'l=s Sl! (6'—"2 Sl)! 52! (2_282)! +

(n—1) 2 ' !
+ T (49 f+s’=s $i! (4—2sy)!s! (4—25;)! i

+ (n—1) (n— 2) 2nz4 x
12 8, +s,+8,=8

3
8.0 (2—2s,) 18! (2—28;)!s5! (4—28,)! +

+ (n—1) (n—2) (n—3) @ens

24 8,+8,+8,+s=s

1
.1 (2—28) 08! (2—28)!sg! (2—25,) 85! (2—25,)! }

C m . B 16801 , n—1 , n—1 (n—1) (n—2)
a4(m2)—2n3 { e [—22“}_ 6 ‘l’ 8 + . 4 +

(n—1) (n—2)(n—3) | 1207 , 16(n—1) B
+ — ] S T e+

4 4(m—1)(n—2) 4 B=D@O—2) (n1—3) ] M

3

+i—f 35 440 (n—1) + 21 (n—1) +16 (n—1) (n—2) +
b (n—1) (n—2) (n—3) ]

—% [ 140 4+ 80 (n—1) + 36 (n— 1) + 24 (n—1) (n—2) +

4(n—1) (n—2) (n—3)
+ . |

+ [r0+s00—1)+18—1)F12(=—1) (n—2) +

- n 2(n-—1)(n;—2) (n—3) }
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(n—1) (14 1) (n +3) (n + 5)

oy (m2) = n4

Ainda na (21) fazendo p=3, vem:

_ 4L s 1y (12—2s)0 [ 12! 1 :
?4_(?13)— 26 n® sfo( n W[ 4t s!(12—25)! +‘
9! 3! B '
+1a—1 31 f+s,;s 281 (9—2s8)!s! (3—25s,)! T
(1‘1——-1) 2 ‘ 1
LR Sy T P PR o P TR
(n-1) (n-2) 2 1
_\i._ 4 30! f+s,+s3=s s1!(3—=2s;)!s2! (3—2s5)! 83! (6—2s3)! +
n—1)(n—2) (n—3)
+ 53 (31 f+s’+sa+s‘=s
5.1 (3—281)!s.! (B3—25))!s:! (3—255)!s.! (3_25,)!}
3 (665280 [ 1 n—1  n—1. (n—1)(n—2)
—-Sn?‘_{ n® [24+6+8-+' 4 +
’ (n—1)(n—2) (n—3)7]
| + 24 ]
B 30.240[ 11 ‘+]3(n_1)+ 15 (1‘1_1)+ 21 (n—1) (n—2) "
ns 2 2 2
4 (—1) (1 —2) (n—s)] "
+ L1080 | 5=+ WE=D 4 s (1—1) (-2 +
+om—n@—2a—3 |-
120

———| 4620 43.192 (n— 1) 4 1.380 (n—1) +840 (n—1) (n—2) +

+36(—1) (1—2) (1—3) |+
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+:1—§[34.650 412,600 (n— 1) - 4.950 (n— 1) 1980 (n—1) (n—2)
454 (n—1) (n—2) (n——3)].._

— 3[83.160 4+ 15.120 (n — 1)} 5.400 (n— 1) +1.080 (n — 1) (n—2)]
. .

__ 108 (n—1) (n—2) (n*+ 27n—70)
n6

+ [z7720 4 1800 1) |}

Finalmente, para p=—4, a (21) torna-se:

41 s 1yt (16—25)! [ 16! 1
v =gr Z(—7) “azor s wae—zer +
- 12! 4! 1
W W) 7 52,'+sg= $:0(12—=25,) !5, (4—25,)! -
(n—l) 2 . 1
'+—————8 (81 f“’:s 5.1 (8 —2s5,)!s,! (8—2s,)! T
T TR f+s,+s,=s s (4—2s5)! 5! (4-255)! sg! (8-2sg)! .
+ (n—-—-l) (1’1—2) (n—-3) (4!)4 5
; 24 8,18, +8+8=s
1 ,
sil (4—28) 18! (4—28,) 155! (4—255)15,! (4—25,)! }
3 518918400 [ 1 , n—1, n—1, (n—1)(n—2) ,
@ (m) =2 { [768 Tz T e T s T

nB

(A==1) {f—2} (A==8) ]
T 768 A ]

n’ 16 4 6 8 +

(n—1) (n—2) (n—3)
'y = ]+

- 17.297.280 [i+ 3(n—1) '+ 7(n1—1) 4 5(n—1) (n—2)
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665.280 [ 455 | 157 (n—1) , 301 (n—1) 147 (n—1) (n—2)
: T n® [ 16 T 4 T 16 + 8 T
9(n—1) (n—2) (n—3) ]
+ 7 |
30240 [5.005 1057 (n—1) + 1.575 (n—1) + 519 (n—1) (n—2) 4
n® 4 4 2
+ 45 (n—1) (2—2) (n—3)]+
+ 1.680 [225.225 + 23.265 (n— 1) Es 33.915 (n—1) +
n* 8 2 A 8

7491 (n—1) (n—2) | 441(n—1) (n—2) (n—3)
s + 8 ]

R =0 [315.315 + 69.300 (n — 1) |4 22.785 (n— 1) o
n3 ~
+ 6678 (n—1) (n—2) +135(n—1) (n—2) (n—3) |+
-+ L [1;576.575 + 180.180 (n — 1). + 55.125 (n —1) 4
n2
+ 10710 (n—1) (n—2)+ 171 (n—1) (n—2) (n—3) | —
2

= |_:z.702.7007L 166.320 (n— 1) + 44.100 (n — 1) +

17560 (n—1) (n—2) 4108 (n—1) (n1—2) (n— 3) _l o
- [675.675 - 41,580 ffi—1) 4~ 11,025 fn—=1) -} )
4+ 1.890 (n—1) (n—2) +27 (n—1) (n—2) (n—3) :I}

= 37_(1;_.1_) [3 n* 4 171 n® 4 4.111 n® - 42.871 n* — 308.727 n® +
n
-~ 776.385 n? — 897.435 n 4 405.405 ]
2.5 — Os resultados que acabam de ser obtidos estdo reunidos no quadro

seguinte :



sl . ol sU .
14
(GOP'SOV + UGEY L68—cUSSE'OLL +cULZL 80E—+UTL8TY +cUT 11 P+ oUTLT +:ug) (I—U) LT (OL—uLZ +2u) (z—u) (1—u)80I (g+u) (¢ +u) (1 +u)(j—u)
ol gl
0 , o
(G6—UGZL'T +2U860 I—sU9ZT ++ULT + cUt) (I—U) LT (¢+uwy(1+u)(;—u)
sl gl zU
ganoaow L eeognes o P — (5]
(Gy +ugg—zueg +:ug) (I—U)g (z—u) (1—u)9 (1+u)(1—u)
N_.H u .
—— 0
(I—u)g g 1—u
"l flu 2w

(1'0) N 9saiodiy & qos sojudwopy

I o¥anvd
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§3 —
3.0 — Determinamos, aqui, os valores dos momentos centrados.
3.1 — Para a variancia, tem-se: l
(n—1) (ni4 1) n—1)2 2(n—1
pomy = BT (D = 20D
6 (n—1) (n—2
by = LD 3=2)
| _ 3(n—1) (3n*+23n°-—63n 4 45) 9 (n— 1}
e (m4) - - n4 ,—— n4
24 (n—1) (4n2—9n 4 6)
= i
3.2 — Para os momentos de terceira ordem, vem:
n—1) (n4-1) (ni4+ 3 3(n—1) (n4-1 n—1
)= E=DEEO @D SEoDE4D a=t
, 2(n—1)* _ 8(n—1)
+ n® - n®
ps (mg) =0
- 27 (n—1) (n® 4 27 n* 4 226 n3—>1.098 n? 4+ 1.725 n — 945) ‘
ps (M) = o -
; .9 (n—1) (3n*4 23 n?— 63 n 4 45) 3(n—1)2
- : x 2L
n n "
54 (n—1)¢* 864 (n—1) (11 n* —41n* 4 59 n—31)
+ ns - né
3.3 — No que concerne aos momentos de quarfa ordem, obtém-se:
 (n—1) (n4-1) (@+3) (145) 4 (n—1) (n-+1) (n43)  n—1
”4(m2)=( )(+1)14(+)(+)“;( )(nj-)(—i-)x n—l_‘

6(n—1) (n1) (a—1)*  3@—1)  12(n—1) (n43)
n? ) n? nt n*

+

108 (n—1) (n—2) (n*i4 27n—170) .
n®

ps (Mg) ==
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s (M) = ?1(18——1—) (307 4 171 n® + 4.111 n® -+ 42.871 n* — 308.727 n® 4
n
-+ 776.385 n2— 897.435 n + 405.405) — —1—08—(:8_—1) (n® 4 27 n* 4
. __y%a -
4 226 18 — 1.098 n* + 1.725 n — 945) 20 : F L B (“4 D
y n n

— 1)+ __1)s

(34 207 —63n -+ 45) 2 (“m L (“ns L)

1.728(n—1) (16n®*+1.000n*—5.667n%+-13.215n>—14.724n+6.516)

nS

3.4 — Dos resultados constantes desta epigrafe, segue imediatamente para

valores das caracteristicas yf(mp) e y% (my) definidas por:

2 — /u32 (mp)
it (M) = pa® (mp)
I (my) 6
Yz (mp) == 2’ (mp) 3.
C o 8
. Y1 (m2) —— n— 1
v:* (m;) = O
., . 54 (11 n*—41n®+ 59n—31)*
* (m4),.‘_. (n—1) (4n*—9n + 6)°
12
v (M) = ‘
18 (5n—12)

)= Gy =2

12 (272 n* — 1.467 n® - 3.363 n* — 3.717 n + 1.638)
(n—1) (4n*—9n + 6)>

y2 (M) =

A

A férmula (16) permite, como vimos, determinar os momentos da variavel
m, para p > 1. Apresenta, entretanto, grande interésse o conhecimento dos qua-
tro primeiros momentos da varidvel x. Pode-se, todavia, conseguir uma expres-
sdo geral para os mesmos, vilida, alids, independentemente de qualquer hipétese
acérca da natureza da. populacio.

Para tanto, notemos, em primeiro lugar, que:

E (E)r:l'E X X, =m
n

y=1

em que n é a média populacional.
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Seguindo o mesmo raciocinio empregado para a obtengdo da (4), podemos
escrever:

1 - e
pr (X) =E[x — m]J = EI 2(x,,~—m)J ==
nr |_v=1
1 r!
=—E X (%, —m)™ (X, —m)"2 (Xp — m)™™
nr rtetmp=r 1! Ia!
1 y r! 3 n
=-F X z (xy, — m) (Xve — m)
n =1 rt...4+rg=r 1,! re! ve> >y,=1
1 n r!
22 = e & pA _— A
(22) nt e=1 (e) rbeetre=r Iyl ... 1! P, Fro

em que a segunda somatéria é estendida a tddas as e partigbes proprias de r que
ndo contenham a unidade, esta Gitma restri¢io sendo devida ao fato evidente
de u;=—o.

Fazendo na (22) r—2, 3,4, vem:
- 1 [/n
pe (X) == T ( )5 e :I =

s (%) = — :( 2L

an

L)+ G )2.2.

Em particular, para o caso normal N (m, o), obtém-se:

s (;(_) =

2]_: I + 3(n—1),u,§

nﬁ n‘3

o,2

M2 (;) =
n

ps (X) = O
3ot

n2

pa (X) =
€, portanto:

Y1:Oy 72:0
§5 —

Tédas as féormulas obtidas no pardgrafo 3 o foram sob a hipdtese de que
a populagdo era N(0,1). Notando que se x for N(m, o) e y N(0,1), subsiste:

pr [Mp (X)] = o™ e [my (y) ]

entdo, os resultados das epigrafes 3 e 4 permitem estabelecer o seguinte quadro:



x

2(9-+Ug—sup) (1—1) (@—w)(1—u) 1—u 3
(8€9°T +ULIL'€—UEQEE +oULOY I—VTLE)TI (Z1—Ug)8I z 0
e(9+ug—zup) (1—u) [—u
0 0 A\
2(1€—U6G +zU[y—=eU] 1)¥S 8 : 3
sl 5 ol 5 U ZU i
(9169 + UPZL VI —2UGIT €] + sULOQC—rUQQ0" | +<U91) (1 —U)SZL ] U or—uz ) (z—w) G—usol || (E+w (G—wzi | %
olb O & gu of
U £
Y T (IE—upG+ U Ty —eU11) (1—U) 708 P T(—u)g e
U gl zu u
82 P ——— e 39 — ay
©OF U6—aun) (1—W)iz (-9 a—uyz 2
g 0 o Y x
——— =y w
T e(—u)g Y = v
vE wE NE

(2 ‘w)N 9sa10diy ' qos sojusuwoW

II o¥avnd
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§ 6 —
6.0 — "Pretendemos, neste tépico, tecer algumas consideracbes acérca dos
resultados obtidos neste longo trabalho de calculo, dos quais, os mais impor-

tantes figuram no quadro II.

6.1 — A exatiddo dos valores encontrados para as caracteristicas da varia-
vel aleatéria x ndo pode sofrer qualquer contestagdo, bastando notar que déles

segue diretamente que:
(Vn_ x) —_— V;. m
Vi x) =
Vax) =0
(Vn_ x) =3 ot »

o que concorda com o fato bem conhecido de que a distribui¢do de ) % ¢

N(Vnm,o).

6.2 — No que diz respeito as caracteristicas da varidncia amostral, é facil
por em prova a veracidade das expressdes para elas aqui consignadas.

De fato, elas resultam de transformactes elementares operadas sébre os. mo-
mentos ndo "cenirados de m, e os valores déstes, constantes do quadro I coinci-
dem com os dados pela férmula:

(n—1) (i) (143) ... (+2v—3)

nl‘

(mz‘) ==

obtida por via da distribuicio exata de m, em amestras supostas provenientes de
uma populacdo com distribuigdo normal.

6.3 — A nulidade de a;(m;) e de ps(m;) é evidente. Para julgar da
‘exatiddo do valor de pz(m;) dispomos do seguinte indicio. .

E sabido que (Vnm, ) é assintoticamente normal com variancia:
2 2
(23) "“21' ——2 V'“‘y-—l p'u+1 P'v + V2 2 p'u—l
Pois bem, esta exﬂresséo para v =3, torna-se:

pe—06 pz ps—p +9P43

,

150 — 186¢° -+ 90®*—16¢°

e/),(ale,' portanto, no caso normal:
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Mas, do valor de p,(m:) constante do quadro II segue:

lim e (VA m) = 1lim n. 2 (0—=1) (1—3)

n—o n—w n3

o®=— 6 ¢

Para ultimar a parte referente a ms;, devemos ainda notar que, sendo assin-
toticamente normal a distribuigdo de VV/nm,, deverd subsistir, no limite:

pe (V0 mg) =343 (Vn my)
Mas, dos resultados obtidbs, segue que:

lim e (VE m) = lim 2108 (1 —1) (n—2) (n* +27n—70) ,,

n—wo n—o neé

== 108 012

que é precisamente o’ valor de 3 (60°)2

6.4 — A esperanca de m, é por demais conhecida para que sébre ela paire

qﬁa]quer divida. A varidncia da distribuigio . limitante de (\V/nm,) vale,
pela (23):

s —8 ps ps — p2 4 16 o p
ou seja, no caso normal:

105 0®* — 9 ¢® = 96 ¢*

Ora, do valor achado para p.(m,) segue:

i o W ) e i B, 2 A= 1) PR B]

R—® n—w® n#

8 — 06 ¢

Finalmente, a normalidade da distribui¢do limitante ‘de (Vnm,) da:

lim u (Vo m) =0

n—o0o

n—00 n—oo

lim p, (VN m,) ==3 l:lim pe (V1 m4)_J = 27.648 ¢**

o que coincide precisamente com a que obtivemos, visto como:

2 g . % .. .
lim !*30/_n m) = lim n¥ 864 (n- 1) (11 n®- e41 n2 4+ 59 n — 31) "
D n— n

1z:O
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lim g, (Vo my) =Ilim | n?

n—00 n—-00

— 5.667 n® ++ 13.215n*> — 14.724 n  6.516) o*° :]

1.728 (n — 1) (16 n® - 1.000 n* —
; 1’18

nd
= 27.648 ¢'¢°

6.5 — Como importantes aplicagbes dos resultados obtidos, vamos, agora,
determinar a esperanga e a varidncia das duas variaveis aleatorias:

g — ———-—n“3 g ———-——m4
1 32 2= 2
9¢D) ./ m2

—3

Utilizando do teorema de Geary, segundo o qual: m,/2 e m, m,™*
sdo independentes, podemos escrever:

(24) E(m)=E [( mp m; 7) mi-ﬂ = E (mP m,7) E (m,7 )

Supondo na (24) v—=23 e p=1, vem:

‘ E (m;g)

E o — A B,
(&) E (my*?

Mas a; (m;) = o e, portanto:

E (gl) —_ O
Para v—=3 e p=2, a (24) da:

E (m)
E (g) = E‘TH;ST
ou, por substituigdo dos dados do quadro I:
6(n—1) (n—2) nd V 6 (n—2)
E (02) — —
(€3) ne A (n—1) (n41) (a43)  (n4-1) (n+3)

do que segue:
6 (n—2)
(ni4 1) (n + 3)
Ainda na (24), fazendo v=4 e p=1, vem:
B ( mi) _ E (m?)

my/ T E (mi)

D? (g) =
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ou seja:
E (m?
CE(g 43 = E%:))—
donde:
. 3 (n—1) (3n® 4 23 n? — 63 n}+45) nt
E (g2) =
- e P ) ) 3 (19
+ 36 9 12(2n2-—v9n+45) .
ni+ 1 (n4 1) (n+3) (n+ 5)
Déstes resultados segue:
12 (2n2—9n + 45) _ 36 -

D" () = (n+ 1) (n'+ 3) (n +5) (n'+ 1)?

24n (n—2) (n—3)
(n+1)? (n+3) (n+5)

§7—

7.0 — Como aplicagdo dos nossos resultados no caso bidimensional, vamos
determinar os momentos da varidvel m,;. Fazendo na (17) p,= p.=1, tem-se:

t o or . b
ar (My) = & z (n)Z' 5l ... 5l s (— L)q

2907 e=1 e/ rt...trg=r 8=o0

(25)

(r—2 % su)!{r— 2 2 sm)!
h=1 h=1

e e

;, (8ih+5,m) =8 (L — X Sm)! (—E- — 3 Szh)! T Sin! San! (rn—2 Sin) ! X
h=1 2 h=1 2 h=1 h=1
X (l'h—'252h)!v

7.1 — A (25) mostra, imediatamente, que sob a condigio r = nimero
impar, '
Qr (mn) _— O
De fato, em tal caso: . /
' r hid "
(— .y s,-h) (i=1,2)
2 h=1 .

é nao inteiro.
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o ) . . , )
Desta conclusio segue, imediatamente que, em particular, pode-se escrever:
‘

a; (mu) == a3 (mu) =0

. 7.2 — Para r=2, tem-se:
12 1y 1
@ (M) = — X (— —) E
(az i) n e=e L g ta=s (1 —su)! (I —su)!su!sa! +

- 2 1 \2~°® 3
: > [(—— P
+ 4n 8=0 ( I’l) ® B8, 8y, +5,=5

[2—2 (5, +5;5) 1 1[2—2(8,,+5,) 1!
[1—(511+‘512)] [1—(s,, +522] 18,118,518,, ! 855! (1—2sy,) !(1._2’512) 12l }— 02850

[t 3]
- n n | n n n

7.3 — Para r =4, tem-se, pela (25):

oy (Myy) = 3 3] < n) 2 S % S % %,’ (—- L)Aﬂ X

2n* e=1\ e J r;t...t 1o =14 s n

(4—2 3 sp)! (4—2'5 su)!
~“ h=1 h—1

/

b

X

(ntop)=2 (2— 2 sip)!(2— X sa)! ™ S !Son! (rn— 251m) ! (ra—2 Szn) !
1 h=1 h=1 h=1 i

&
llrg o

ou seja: . 2
4 4—3
3 ¥ (-— i) 2% X 1 1
2“3 8=0 n Eu-{-s"=s(2——-su)! (2—"521)! 511! 521!

_I__!_r_l—_l)z. ‘ [4—2 (S11'4 812) ]! [4—2 (521 + 822) ]!
2 8,y 8,48y 8y, =8 [2”‘(511"*_512)] ! [2 _(521—|‘522)] 1811! 815! 81! 822!

Q4 (mu) —_

X i 2.31 n
‘ |:(3—2811)! (B3—2s8,)! (1 —2812)! (1 —2s,,)!

L 21 21 .
(2—28m)! (2— 250! (2—282)! (2—2 s22)!J +

; . ]
(n—1) (n—2) [4—2 hfl Sin]! [4—2 é’l San]!

‘I“‘—B“— z X

3 - 3 3 3
2 (slh+slh)=s [2 —_— 2 Slh] ! [2 g 2 Sgh] ' ™ Slh! Szh!
h=a h=1 h=1 h=1,
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v 3. 21
|: (1—2555) 1 (2—28,5) 1 (2—2525) | (1—2833) 1 (1—2531) 1 (1—254,) ! :l +

[4—2 2 su]![4—2 £ sa]!
+(n—1)(n—2)(n—3) P b1 h=1 X.

4 +. =y 4 4 4
41 I CRTE) =S (9 Zsu]! [2— T sa]! 7 ! San!
- . h=3 h=1 h=1

: 1
(1—25,,) 1(1—28,,) 1(1—25,) 1(1—25,) ! (1—25,,) 1(1—25,,) | (1—28,,) ! (1—2s,,) l4|}

ou, ainda:

3
2 nd

ay (mu) ==

{ L |_6—|-(r1———1)(-24+18)+36(n—1)(n—-2)+
n —
+6<n—1)<n—2)(n—3)] -
. _24+(n—1)(48+24)+24(n-——1)(n—2):l +
+ —1112— 36+(n—1)(24+6+18)+4(n—1)(n—2):I —
1T ' '
n

—24+8(n—1)] + I:G—{—Z(n—l):l } -

3(n—1)(n*+n--2)

n®

. Déstes resultados, segue imediatamente que os u coincidem com os « e tem-se:

y1 (M) = O
6 (n 1
ye (Myy) = ___(i_)_
n(n—1)
7.4 — O valor obtido para a varidncia de m;,; permite escrever:
; — g n—1
lim g, (Vn my) =lim n.— —i|
n—o n—w n2

resultado éste que concorda com a varidncia da distribuigéo limitante de (Vnmy).
De fato é sabido que ;uz(\/—r;mp‘, .. pg ) no limite, vale:
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L ‘ 2
-r'kP-2p1...2pk - p‘P,--~Pk—

k
— 2 1_2_"1 Pi p, ... pi—, 0 — 1) Pigy --- Px Pp, oo Py (Py + D) Dy - P +

(26

+= izj Py Py Mo, .o, (f —1) Pigy -+ Bpy o b5 (B —1) By, .o D Py (Xi X))
Para k=2, p,=p.=1, a (26) da:

2 2 2
Paz = fyg — 2 po1 pa1 — 2 pao faz gy M1a (%3 x1) + Hig M1 (X2 X5)

que, sob as condigGes da nossa hipétese, torna-se:

a

pa= (114267 o} 2 =1

Finalmente, a normalidade da distribuigdo limitante de (V/n.my,) da:

lim w, (V0 my) =3 I:lim pe (VD my,) | =3
n—o0 N0

e que coincide precisamente com o que obtivemos, visto como:

. — . —1
lim g, (Vn my) = lim. n, ﬂT——L (n?4+n+2)=3
n—wo n-—oo 3
7.5 — Os momentos de my; deduzidos neste pardgrafo o foram sob a hipé-

tese de que os parimetros de cada componente da populacio eram 0 e 1.

Notando que se x; e x, foram respectivamente N(my, o3) e N(ms, 0,) e
y1 € y2 forem ambos N(0,1), subsiste:

]

B, [mpl p, (Xu, xw;)] = a‘:xr afar B, [mp1 p, (Y12 )]

. podemos, entdo, construir o quadro abaixo:
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Quabro 1I1

Momentos de m,;; sob a hipétes N (my, my, oy, O, a>)

Momentos de
Valor

m11
ay O

n—1 o
M2 e 0y G9
H3 0

: 3(n—1)(n24+n+2) , 4

Ha e 9 92
7 0

6(n -+ 1)
v n(n—1)
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