TESTE DE HIPOTESES NO CASO GENERICO DE K
CRITERIOS CLASSIFICADORES SEM INTERACAO *

ELza S. BERQUO **

PREFACIO

E de todos bem conhecido que os problemas de testagem de hipoteses
pertinentes dquele dominio estatistico que se costuma designar por andlise
de varidncia podem ser totalmente resolvidos a partir de um teorema esta-
belecido no estudo da chamada hipdtese linear geral.

Acontece, porém, que a aplicagdo do referido teorema nos leva, em
geral, a determinantes de ordem tdo elevada, que a procura de uma ex-
pressdo mais cémoda para os mesmos é, ao menos a primeira vista, desani-
madora. Em consegiiéncia disto, ao estruturar os testes, os autores, via
de regra, preferem fazé-lo utilizando apenas alguns dos principios demons-
trados no estudo da hipotese linear e ndo os resultados finais a que éstes
mesmos principios conduzem. E claro que com éste proceder sdo éles for-
cados a repetir, em cada caso, uma série de passagens intermedidrias, adap-
tadas, naturalmente, a questdo em foco.

Ao prelecionarmos, no ano findo, um curso de especializa¢cao relativo a
matéria, chamamos aten¢do para éste estado de coisas, e propusemos aos
alunos seguir orienta¢do diversa, procurando atingir os objetivos visados
por via mais imediata.

O presente trabalho é resultado do esforco de um déles. Ver-se-d,
ai, que mesmo no caso por nos considerado, o qual é bastante geral, é pos-
sivel — utilizando artificios que ndo oferecem tamanhas dificuldades como
a que seria licito entrever — obter, para os determinantes origindrios, ex-
pressdes que vdo depender de determinantes incomparavelmente mais sim-
ples de serem manejados.

A propdsito déstes dltimos cumpre assinalar que a sua ordem é menor
do que a de determinantes que figuram em expressées dadas por outros
autores, nos casos particulares em que éstes encararam o assunto da forma
como aqui foi feita. Este fato, que merece o devido realce, tem como
coroldrio uma muito maior simplicidade na obtencdo de certas expressies
de marcado interésse prdtico.
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1 — O teorema*

Seja On:y, | x,,, ..., X4, (=1, ...., 1) uma amostra casual
simples de tamanho n de uma populagao
k
N ( ¥ a, x, %), onde o0s
p=1
X, nao sao varidveis aleatorias, sido linearmente independentes e os pontos
paramdétricos possiveis pertencem a regiao:

— w <aq <+ ow© (p=1, ..., k)
ot >0 (a=1, 2, ..., n)
k
Q- onde: ~ d,, a,=—0 (u=—1, 2, ..., r)
p=1

¢ a matriz [ d,.] tem caracteristica ry, isto ¢,

C [ d]m ] ==

Suponhamos que se deseja pOr em prova a hipotese H de que o ver-

dadeiro ponto paramétrico (a,, ...., ai o*) pertence a:
— w <a,< 4 «w p=1 ...,k
>0
w X
onde: = d,, a,=—0 (v=1, ..., 1)
p=1
€ C[dnr]:r: ry < r, <k
Facamos:
N n N
(1.1) Qu = X Xpa Xgu (pog=1,2, ..., k)
o = 1
n
(1.2) Aoy = X Vo Xpa
a =1
(1.3) Qoo = S Y,
a =1

. . a2 ) . . ..
e designemos, respectivamente, por &, ¢ 3, as estimativas de maxima

verossimilhanga de ¢® para variacdes dos pardmetros sObreQ ¢ o, entdo:

Com pequenas alteragches o enunciado déste teorema ¢ o dado por Wilks, S. S.
(Mathematical Statistics, 1946).
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L an Qo
an  au
"2 oo
1.) ns:, — f—~1— i
|
| Qok aik
) d1
" E
0 drl 1

69

Aok 0 0 0 ‘

ar du dv1 e et ‘

|

arre  dwr dor; s dr ko

dr O 0 0 ’
drl k () 0 ce 0

|

onde A, ¢ o cofator de «,, no determinante supra que designaremos

por /A e, portanto,

2
n %
an  aot
caot an
1
i aok atk
) i 0 du
2 n5 = ——
A,un () d?l
|
0 drll
! 0 drtrr -
(1.5) ‘
|
i 0 dr2!

_ b
A L}0)
Aok 0
ait dit
ar  dk
d] k 0
o 0
drllr 0

dr 1 0

d r, k 0

onde novamente A’ ¢ o cofator de a, no

signaremos por A’ e, portanto,

0O ... 0 0 o 0
dat - drp drgn oo dip
dok -+ drg drf1k o0 drg
0 --.. 0 0 el 0
0 ... 0 0 e 0
0 0 0 0
0 09 0 0
0 0O 0 0

determinante supra que de-
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3.2) As quantidades:

©2

@ = ———
(1.6) ‘
n (3i — °§z)

0_2

sdo independentes e tém distribuicdo x* com (n—k -+ r)) e (ro—r)
graus de liberdade, respectivamente.
4.2y O critério A para testar H ¢ dado por:
1 R 1
g: % rg — n
14+ L )3 I S A
( 8 ) n-+ri—k

onde I tem distribuicdo de Snedecor com (r,
de liberdade quando H ¢ verdadeira”.

| =

(1.7) A=

r) e (n—k--r) graus

2 — k — critérios de classificagdo com nuameros diferentes de observa-
¢oes por cela, sem interacdo.

2a — O problema

i;:1,2, R

Seja O,,, . Yi i B=12, ..., k

eS|
eyt =1, ..., n g
uma amostra casual simples de tamanho n— X ni ..., suposta
proveniente de uma populacio: et
k 8
N (m+ 3 E; , %)
p=1 F

com ¢* > 0 ¢ os pardmetros sujeitos as k restri¢des:

r

B (8)
(2.1) s E,° —=0.
ig =1 B
* Em todo o desenvolvimento suporemos r, ~ r, ~ .... = r, 0 que nio cons-

titui restricio uma vez que a ordem dos critérios classificadores ¢é arbitréaria.
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O nosso atual problema ¢, a4 base de tal amostra, estruturar testes
sObre hipoteses do tipo:

®) .
(22) HB . Et/g :0 (IB :ly ’ r[f)
para qualquer p.
2b — A fim de mostrar que estamos diante de um caso particular

da hipotese linear geral, comecemos renomeando as variaveis Vi ..

<Ak
pondo:

(23) _}7il By eeee g i,‘-+1 = Va
com
(1) (1) @
a ==, —|—n2 +....+n(,~1_1) +
(1,2) (1,2) (1,2)
!
+nin e oo+ G-
1,2,3) (1,2,3) 1,2 3)
R e e R -y
(L2, .., k—1, &) 1,2, ..., k—1, k)
RN R P +o g G,
T olsa
onde:
w L Tho1 R x
n, = < —_ T = — . - ni i, i i
B =14 =1 i 1 =1 '1B+1——1 i =1
(B ju— 1, y /\)
G,y " " T8 "— ey '{r
\ v v ! Y oon
”i“i” i1 i1 i, =1 P T =1 it %" K 'k
r - B+ =1 Tt k

e onde n com ao menos um indice inferior igual a zero vale zero.

Em seguida, facamos:

(8)
(2.4) Eig =i vy | =10 B
m =-.a =1, , k



12
com
ro _ 0
Com isto as restrigdes (2.1), tornam-se:
2.5 v
( . ) ipzl ar1+'§+"'+rﬁ,+iﬁ
ou, ainda:
L A e Bl
(2.6) %’1 dw a,=0

onde a matriz [ d,. ] ¢ dada por:

]

T

Mol

+

T R

e & s & & oy .3 &
L*restricdo fj1 1 ... 1 0 O0...0...0 O.
2. restricdo |0 O ... 0 1 1 1 .0 0.
(k—1)Mma | 0 0 0 0 0...0. 1 1
km* restricao}j0 0 ... 0 0 O ...0 ...0 O.

(2.7)

4r + ... '*"Ir-—-.

o @
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B=1 ...,k
(=1, ..., k)
o
ro "
'~‘< t.& L§ '~§
+ + + +
§
1
0 0...0 0
0 0...00
0 0...00
1 1 1 0

a qual tem caracteristica k; de fato, o menor formado pelas & linhas e as

k colunas:
(n+...+r,_, + 1), & dado por:
1 0 O 0 O
0 0 0
0O 0 1 0O o0
0 . I 0
0O 0 0 0 1

L (nd-D™ (ndr+ D™ .. (n+ ... +rp s+ 1™
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Com isto, para que:

k (8)
E (yil LSRR ) ) =mn + B% 1 Eiﬁ

possa ser posta sob a forma candnica:

R R A |

E (ya): : a, Xpa
p=1

resta definir convenicntemente os xx, o que ¢ feito da seguinte forma:

Se p=r+4 ... oy i

(8) .
I para os Mg valores de o tais que os y,

tem correspondentes
xpt! - .
Vi iyoig ..y COMig ==p—ri—...—r

(2.8) 0 em contrario

e se p=r+ ...+ 1:

(2.9) X =1 para todos os n valores de a.

. . . . ®)
Notemos, finalmente, que uma hipotese do tipo genérico E, =~ =0,
8
ou seja, Qr ... rg_1 +ig =0 (iﬁ =1, ..., rB)

equivale a acrescentar as restricbes da pressuposi¢do, (rp — 1) restri¢oes
lineares da forma:

ar +r,+ ...+rg__1+1 — Qr + gt brg 1 +ig =0
(2.10)

(ig =2, ..., Ty)

as quais sdo linearmente independentes entre si e das restricbes da pres-
suposicdo. De fato, a (2.8) pode ser escrita sob a forma:

R R |

(2.11) p;z’l dpwy ay=0 (v, =1,2 .., r, —1)

onde a matriz d;», ¢ dada por:
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+ 4+ -

DR e =
I

[ N = -~ - -
++ 4+ b Dt
o : = & o=
A
- o & & & N o
+ + + + 4+ - -+ -+
- o TS = DTS 7 [arte [t
T 8 = 1 S - S ST 3 . = i~ = < <
1.* restricdo [0 0-.. 00 0 ... 0 1-1 0---0 00---00

24 restricgoJ00-..000---0...1 0-1--- 0.0 0 --- 0 0

A+ [doeg]

(rﬁ—l)"‘“,, 00---000---0---10 0-.--1-..0 0 ---0 0

(2.12)

Desde que se verifica imediatamente que a (2.12) tem caracteristica
(rg—1), as (r, — 1) novas restricdes sdo linearmente independentes entre
si.  Além disto, uma vez, que todo o vetor linha da (2.12) ¢é ortogonal
a todo o vetor linha da (2.7), entdo, as (rﬁ— 1) novas restricdes linea-
res sdo indepententes das k restricdes lineares da pressuposicdo. Déste
resultado, segue que a matriz formada pela reuniao da (2.7) e (2.12) ¢
que representaremos por [dy,] onde [, =12, ..., k+4r,—1 terd
caracteristica (k& + re — 1) para qualquer B8 =12, ..., k.

2¢ — Sintetizando, o atual problema pode ser posto como segue:

— A base de uma amostra casual simples de tamanho n:
Va 1 Xta 5 Xog 5 ooos Xo b 412
(a==1, ..., n)

de uma populagdo:

R
N (X A Xpa ) o)
p=1
onde os xp sdo definidos pela (2.8), (2.9) e (2.10) e os pontos para-
métricos admissiveis pertencem a regido:
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—0 <4<+ o p=12, ...,nn+rn4+ ... +n+1)
e?>0
Q R e
com 2 dpw a, =0 w=12, ..., k)
p=1
onde [dpu] € dada pela (2.7) e ¢ [dw] =k

Or em prova as hipoteses (2.2) de que o verdadeiro ponto paramétrico
ertence a regiao:

Sub-espaco de @ para o qual:

. bt 41 :
(.Up : 21 dPlB ap'_—'—O (1321,2,..., k+rﬁ_l)
p:
B=—1,2, ..., k)| onde c[dplﬁ]zk—{—rs——l

Como vemos, o nosso problema nada mais é do que um caso parti-
ular da hipotese linear geral e, como tal, pode ser resolvido pela aplicagdo
o teoremo do paragrafo 1, o que equivale a dizer que para a sua solugdo

a2 a2
asta calcular os valores de n 35 e n S8 B=1 ..., k).

Para alcancar éste objetivo notemos que com as defini¢Ges feitas, as
xpressdes (1.1), 1.2) e (1.3) tornam-se, respectivamente:

(8) ,
", Rig se p,:r1+...+rﬁ__1+lﬁ
w=%, =
n se p=rnr—+ ... +n+1
0 se p#ll_—_rl—i—.f.+—r‘8_1+¢'lEr
p=r1—|—...—{—rﬁ~1-{—il3
5 & v se g=nr+ ... +ry 4 +i
pg — 2=1x1’a. Xgy =— 3 Nig iy B
r=E= =12 ..., k
® p=n+t ... +r,_y+i
(p =+ ¢q) nig se
Lq—_—rl—f-...—}—r
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76
1‘1 13_1 1‘@__1 ’I'k (B)
S Py N e ¥ yil...iﬁ...ik:yip se
i =1 iy =1 45, =1 i, =
4 B— B4+1 k
n
T _— .
a — et X —_— ==
o= < pa Ja p rl—f—...—+—rﬁ_l-{—1p
’I‘l 7'k
o X o =Ysep=r+4 ... +n+1
i‘=1 ik=1
zn;' 2 g ;fl...’[k y2
Aoo = feand 2 eee . A
00 o1 ya Z"=1 ik—f—l:l 11"'2k1k+1
2d — Com isto, temos
n 62 — A
Q — »
Noo

onde A é dado por:
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e N, lembremos, ¢ o cofator de 3 y? o1 €m A.
L g
Em A subtraindo da (ry + ... 4+ r + 2)™ linha (coluna) a soma
das 2., 3., ..., (r, -+ 1)™ linhas (colunas) e, desenvolvendo o deter-

minante em fungdo da (r + ... 4+ rx + 2)™ linha e, seguida, o menor

assim obtido em fungdo da (ri + ... r + 2)"* coluna, vem:
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Vamos, a seguir, realizar sObre A a seguinte transformacio gené-

rica constante de r, operagbes: de cada uma das linhas (colunas) enca-

be¢adas por Y“.ﬁ) (i, =12, ..., rg)

subtraiamos a expressao:

@, 8)
linha (col begad ! il
inha (coluna) encabecada por X +
n
1, B)
. M 1y ig
+ linha (coluna) encabegada por VY, X — -+
D)
1,8
) 1) nr i
-+ linha (coluna) encabecada por YE.I e «—'(II)L
ﬂr1
Facamos, para facilidade:
1, 8)
8 8 o g
Q. = v — x Sl 0 (2.13)
B ip i—1 1) iy
1 /71',[
) 1L,y  (Lv
B T iy Mg
I R T B S
ey B g g = M
L /11'l
1,8 A,v
ni ig Ni i
ge [o= ”(‘B) N 1 ‘B 1y
v i . )
8 iy =1 ni
[3,1] 1
Mig i, = se y=428 e
T €8 A
vonmioig o mi i
. .o ! B
se i, =Figl— X ———F— ml L4
=1 ni,
(2.14) y=8B+1 ..., k
i‘V = 1, 2, s 1‘7
Repetindo (k- 1) vézes esta operagdes ao se fazer g =2, 3, ..., Kk,

vem:
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Adicionando, agora, a linha (coluna) encabecada por Q,,(BB) a soma
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Desenvolvendo &ste determinante pelo método de Cauchy, vem:
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Finalmente, notando que

__ .2 2 2 (1) (1) (l)
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Adicionando-se & (ry +r. + ... Fg_1 -+ 2)» linha (coluna), isto
¢, a encabecada por Y a soma das linhas (colunas) encabegadas por
Y._,‘/“, Y:Q‘“ y e, Y,‘,f’) ¢ da linha (coluna) assim obtida subtraindo-se
a linha (coluna) encabecada por Y vem, depois de descnvolvido o determi-
nante sucessivamente em funcdo da (ry +r. -+ ... Iy -+ 2)" linha
(coluna) ¢ das colunas (linhas) (ri +r.+ ... +r+k+3), (rn
LT TN Sy S S S - 5 TN § A N £ e —}-r,;+k+rﬁ+ 1):
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Comparando éste determinante com o A dado pela (2.11), vemos
que é&les sdo formalmente iguais, diferindo apenas na ordem.

Admitindo-se que B ==1, podemos, entdo, baseados no valor de A,
escrever para valor de Au,

172
2 5 1,2 "t [yil]
no,, = ) Yiiig ... ¢ - [
B Glg e ip gy 172 k41 ip=1 'ni(l

B—1 g-1 'r,y—l 1'6—1

) ()
-z x r el
y=2 5 =2 i,y=1 i6=1 v &

Dﬁ(r2+...+r,y_1 — (=4 i)yt — (5= +ip)

-1 k r., —1 1‘6-—1
—9 ﬂz X 72 by Qi(’v) Qi(zs)
y=2 6=8+1 i =1 i5=1 v 6
DB(rz—I—...—i-?‘,y__l—(v—2)+i7),(r2+...+r6_1—(6_3)+i6)
5 k TR gy @
— 2 b s> X Q )
8=p+1 y=8+1 i, =1 iz=1 Q’v Q’G

DB (72+-~-+7'7_1 —(’7—3)+i.{),(7'2+~--+"'5__1 —(5'“3)+i5)
B=2, ..., &)

ou, mais genéricamente:
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"t [ Y,
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% k r,—1 rg—1 (
a v) )
- 3y X ¥ = @0
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. DB(’2+"'+rﬁ-—1+’"ﬁ+1+"'+"—y—-1 - (7—2—073) +14,),

(r2+...+rﬁ_1 ""'/9+1 +...—f—r6__1—(6 _2_963)+iﬁ)

(2.18)
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onde

1 se y>8

8
! 0 se y<B8

e D, ¢ dado por:
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Um raciocinio totalmente andlogo nos levaria a escrever para valor
de n 6:1 , por exemplo *, a expressdo:

@172
- 2 2 ;2' [ Yi2 ]
) = —_ —_—
n o, el .Vil N o1 ”g)
(2.20)

k 7- 4 4
—_ 2_ 2_ ¥ ‘\:—v_ Qi,:y) Qi,,(d)
= =

onde:
: (217)
. =3, ..., k
s (v) ___ Y('y) . Z% ”i2 iy Y(2) 14 ’
Q. =Y i @ i .
Y Y y =1 n;, iy = 1, y Ty
(2.21)

e D, é dado por:

* Dissemos, por exemplo, porque o valor de n 8":» pode ser expresso usando como

]
pivd ndo o 2.° critério classificador, mas qualquer outro dentre os (k—1) cri-
térios. Se preferimos o 2.° critério é apenas por facilidade notatéria.
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e
-

(8,7) 2

se vy B :n . —

. = ‘B ty iy =1

i, = g

7 8,71
L = se =B e
ig i, Y 1

i, == ig:

(2, B)
i 'iB

(2,v)

n iy i,

n

(2)
iy

n

28
Ty ig

(2,v)
”i2 i v
2)
iy

n

(2,8)
iy ig
n

(2,v)
iy Z',y
)
]

7
— 2
12=1

y=28, B+ 1, L k

B=34, ... k

Os resultados (2.18) e (2.20) juntamente com a (2.17), nos per-

mitem escrever:

DUty (=2 i

(2.24)

(172 (272
i [Yz] "2 [Yz]
A2 A2 1 2
ns, —ns -y - Py — +
1 Q i =1 D 1 ”()
1 i 2 is
% ¥ 7'5-—1 r,y—l .
’ ’ )
PN ¥y by b '('Y) ' (
+ 8=2 v=2 i;=1 i =l le Q’é
D(rg + - +r_1—(v——?)+i,y),(r2+ ct s 4= (6 —2) + i)
rs—1 r_--1
— fg' E 62 s Q. Q((a)
8=38 ~v=3 ig=1 i =1 by s
v
D, st Hry g (=)l g — (8 )
(2.23)
k % rg—1 r,y—-1
a2 A2 5
n c"’B —n °9 _— é’ Yy py 2 Qi('v) Qi(a)
=2 =2 5= i,=1 v

7);(r2+--~+7‘§_1 - (6_2)+ia) ’
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1'6—-1 r,—1

>z % Q™ @Y
= Y

1

DB(72+"'+rﬂ—1+’rﬁ+1+"'+T’Y—'1—(7_2_°‘Vﬁ) +i7)1

(r2+...+rB_1+rﬁ+1+...+r6_1—(6~2.—'e“)+i6)

B=2, ..., k)
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3 — 1.° caso particular: ntmeros proporcionais de observagdes por
cela, isto e,

(1) (2) (k)
Hy My e M,
Hijiy i, = p— (3.1)
< 4 ,Z

. . . ~ 2
Vejamos, em primeiro lugar a expressdo que n 3. assume neste caso.

. - [A,+1
Para tanto, comecemos pela determinagdo de My i dado pela
. Y
(2.14) sob a condicdo (3.1). Subsiste:
(1 (B) (n ()
L A iy Mg W
. . . r
o Mg M n n
P (1) _ - 1
i —1 ”il I 1 ”5,1)
) )
o mym
n
B (v)
(B.) ig i ~
e n; o — , entaos:
H i /l
se oy | B 1ozero
(8) )
n, on,
. (v) l/f ]'Y
se 1 = i, ; - S =
. n
v)
n.
iy B)
(6,41 st f=ryoe == — (n—n.")
n. . - n B
ig i,
) )
; ;
se 1, =+ iy U S A
n
y==8 B+ 1, , k
=1, 2, , I
v Y

Com isto, D, dado pela (2.17), torna-se:
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S
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- -0
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N \

- - /0
- 0

s
n

" Q== D o)
~ ' B
L \
. N [}
. Ay ' f
. N ~ s
o . - 0 o
0 - 0 0
. :
\ { 0
' \
\ , )
“ " W
«.@\S .:./vﬁn.\ T = = -5 I
L iy iy SV Ty
e (1) ()" (%) (e) (%)
. AN ; N
: N . .
%2 N/ w M
o 7 T d r.SVJﬂ En T
©" () (€ () (" ()
n “
¢ T < 3 - h .ﬂglsg
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Q 9 0
N
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.
Q . o) Q
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/ .
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1 N . .
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(2 T-“VIx T-Upy 2y T-2uy Ty
(2) () (2 () (o)
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Refere-se a um resultado como o obtido, dizendo que estamos diante
de um caso em que ha ortogonalidade.

O resultado mostra ainda que a obtencdo da matriz inversa da matriz
tendo D por determinante depende exclusivamente de se encontrar a matriz
inversa da matriz:

€2 " »n
n ) n, o n nyoon. 4
1 (n—n") — 1 2 . v
n n n
R ) CORS )
n n n ) ny M. 4
" 2 2 (n—n,") _ v
n n n
[d,]=
(v (v) (v) n (v) (v)
n n n N n
1 r. —1 2 r, —1 7o —1 (v)
Y Y Y
3.4) | — — (n—n"" )
n n n v
(y=2,3, ..., k)

de que nos ocuparemos daqui a um instante.

Antes, porém, notemos que a expressio:

13 .ly~1 rﬁ-l

K
Py P 2 b . 3
=2 =2 i =1 dy—1 le Qla

D(,.2+._‘+,.7¥1_(.,_2)+i,y) (rg + ... + 15— (6—=2) i)

entrante em n 85 dado pela (2.17), torna-se, no caso em apréco:

k r.—1
v, ) o) iy Jy
YooY Qe d)
vy =2 iv,jy =1 Y Y b4
K r.,—1 12 k r., —1
Y (v) in 4 v (v) ) i, J
— X P Q d YOt _+_ x pX Q Q d'l'y Ty
y=2 i ty i =9 i dej =1 ¥ v v
v - ke Ay
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Posto isto, voltemos a determinacdo da matriz inversa de [dy 1
comegando por calcular o valor do determinante d

Colocando em evidéncia:

) ”l('y)
na 1.2 linha,
n
)
a 1; 1y
na 2.* linha
n
()
. ”1‘7 —1
na (r,-— 1)™ linha, ———
n
vem:
v v) () «)
(n—n") —n,” .... —nr7_2 —nrﬁﬁ1
(€2 (€2 ) (€2
—n n—n —n n
CO RN CONN Y i 2 ) Ty—2 ry—1
ny Ny ... 0y 4
d, = U
k4 r. —1
nv :
(v) (v) ) (v)
—n — An—n",) n,, —
) (€2 ) )
—n, —n, n. s (n_nr7~2
(3.6) |
De cada uma das (r1 — 2) primeiras linhas subtraindo-se a (r — 1)™",
vem:
n 0 0 —n
0 n 0 —n
) () (€2
4 __tll 2 ... ”r,,,—l
Y nr,y—I
0 0 n —n
v) €9 ) ™"
—1 - - —n
A n, ny -2 (n ,y~1)
(3.7)
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Acrescentando a (r,—
colunas, vem:

129

1) coluna, a soma das (r, —2) primeiras

n 0 0 0
0 n 0 0
) ) ) i
n ny Ln
d. = Y
v r {
n'v
f 0 0 n 0
v) () y) )
— —n, — s N,
(3.8) 1 2 I‘.y - l.y
donde:
(v) y) l(w
n ,
1 2 roy—1 (€2 s
d == 1 n n'v TR
ro—1 k'
nyy
ou, finalmente:
() v) n(w)
n n
1 2 r
v 3
d,y == (Y: 2’ » I‘)
n

(3.9)

Procedendo-se de forma absolutamente analoga, obtém-se:

) nh) ) )
" n, i1 M4y ro—1 ) )
—_— Y Y ¥ v ¥
di7 i T ' (n, " +n,")
n ¥y kY
(3.10)
. (y) ”(v) (€72 n('y) ”(7)
d* . 1 2 iy iy s, 0
iy dy T n
(i'y %;_],y "_:'lv 2» y r.),_"'])
(3.11)

Daqui segue

que os elementos da matriz inversa de [d. |, isto ¢,

de [ d, | sdo dados por:
iil 1 1 ’ =1, , ry — 1
av v = n + 2 9 i
I',), Ty I Y — 4 ’
(3.12)

d'v Iy ] (y=2 k)
&%) v/ & !
ny

(3.13)
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Substituindo-se &stes resultados em (3.5) esta torna-se:
K ryo-1 —_ K re.—1
L ) |- 1 1 , i Gy () 1
s el Ga e, 2, 2 el
T =2 l,\/’-l L ”i'y ’ v =2 '«,:f:-"y*l ] ] ”rl
Y
(v) ]2
koory [Q,A’ ] k 1 rey 1 12 e ) (~)l
- ¥ 3 v ot N : \? 4 4
- < -~ ) + - ) it [Qi- + - Q: Qj
=2 i1 n; ¥ =2 n, iy = ¥ Do SO =1 v ]
ry-1 2
(112 P )
= Y s ; + X P (3.14)
=D . %% =9 hY
14 Iy ”I'., Y ”I‘
¥ '
Mas, desde que, pela (2.16),
’r.
7
- )
.‘,_, Qi == 0,
i, =t Y
entdo, segue que:
. —1
- ) ()
l Qi = - QI'
1.’:1 ¥ K
Com isto a (3.14), torna-se:
k ryo-1 () ) i
¥yl e dr T =
Y2 iy, Jy ! !
()72 ;) 12
K ryo1 [ Q,-A ] K [ Q:: ]
J— AN AN — ! 3 —_— —_
- - i ) + “~ ) -
=2 iy -1 . v =2 n
I“/ ".7
(5)2
k Ty [ Qi,.,, ]
e 5 p 0 (3.13)
o= 2 i./ 1 n.7
"y
Notando que, de acordo com a (3.1), Q' ¢ dada por:
) ()
iy i
r
0 .y® _ ¥ LT
i, T ) (1) i
v ‘ i =1 g f
n'
) 'y -, <
= Y —_— - — ¥ (3.16)
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pode-se escrever:

n" :
(v) i
K r vy, — Y l
> \ v n .
Py —_—
" = i — (v)
y = 2 iy =1 ",-
N
(%) 12
; wo Y] y?
= X v ! — (3.17)
I T )
y = iy= n; n
(v)2
k Ty [ yi”:‘ ] Y
= L —\v (7) i (/\' ]) —_—
y =2 i, = n,

Substituindo a (3.17) em n Sf_,, tem-se:

(1) 2
" Y, ]

A2 . y'z - !
nos, =— & —_ X ———
- gl 1 iy -1 (1
i
(%) 12
I Y
v I‘,y Z’y
— Y y - + (h—1)y —
vy =2 i, n ()

ou, finalmente:

=
Q»
'~ S
i
L
=,
=
il
A
2

(3.18)

3a — Vejamos, agora, n Sjﬁ dado pela (2.18) para B=2, 3, ..., k

O mesmo raciocinio que nos levou a escrever para a (2.17) a ex-
pressdo (3.5) nos permite escrever para a (2.18):

1
. [y,”]2
1 't

a 2
n oy, = By y; , — ¥ - —
B . . TR TS <
if gy R i, =t =
1
k ra—1

¥ .

- () (€2
— 3 b Q . dl"/ Iy

Ly Iy

“/:}:H:Z i\’,,.j./ =1



132 ARQ. FAC. HIG. SAUDE PUB. UNIV. SAO PAULO, 13 (1) 1959

Pela (3.17), vem:

o N
A2 — ¥ 3
ns,, b) Vi fept it @
iy
k T [ yi(v)]2 v
— y = 4
ypB=2 | iy=t 2 n
by
I r Y.('Y) ? .
2 Y l.y y..
=E Y, -2 E m— e p -2
1o Bt ¥y B=1 r,=1 e n
’L"‘/
(3.19)
(B=2,3, ..., k)

Um desenvolvimento em tudo andlogo nos conduz ao seguinte valor
A
de n oy,

|, () T2
k T | Y'i 2
9 v IR Y
nsl =3xvy: . — X X — 4 (k—2)
1 ¥o-es et y=2 i,=1 (62}
b i'y

A comparacido desta expressio com a (3.19) nos permite, imediata-
mente, escrever:

T, M T2
Ty Lyiy J Yz
ngl=xy, . — ¥ ¥ —F=+k=2) —
wg B T vy B iyt n” n
ty
(3.20)
para p=1, 2, ..., k.
Daqui segue:
8) —12
9 9 ] rylﬁ | y:z
n 3, -—n oy = iff__l - n(p) - (3.21)
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8y

Portanto, o teste da hipotese: H Elﬁ =0
(i =1,2,...,714)
B =12 ..., k)
sera feito através de:
[ y.(li):]2
oy L by
rg =1 ig=1 i(:’ n
F= EIRE
k r [YI ] ]
1 .9 v e y:
R I B i S e V)
n—ri—. ..—r+k1 Pty =1yt ”]
a qual tera distribuicdo F com (rﬁ— H e (n—rn—...—n+k—1
graus de liberdade para =1, 2, ..., k.

Uma visdo sintética dos diversos testes pode ser dada através do
tinico quadro pelo qual se aprecia, como era alias de se esperar, que no
caso vertente ha aditividade.

. BIRLIOT O A R
ARV ADNT (v = et irme ¢, omye
L AR S TR TR Ty

AE S S et g
b SRASR LAY LD Ny
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P S e

BIRLVOIEC AT GV

s et T ATNE T
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3b — Nuameros iguais de observacdes por cela, isto é,

n. .
Il 12 cen lk_

Com isto,

r, m
n—ryr. ... r.m

resultados que substituidos nas (3.18) e (3.21) nos levam, apods simpli-
ficacdes evidentes:

k r.. 2
2 y 1 Y ¥)
nte — Ef i — E— N X [ Y, r,
- 1o k41 rrs ...rnom v=1 dy=t v
—(k—1) Y? }
. 1 "B TN E ,
n aif’ ——nS(f = by ry Y. — Y2
. ¢
- r ... n.m IB-~1 | B |

., ) e
e, portanto, para testar a hipotese EiB =0, vem apo6s simplificagao:

r B 2
1 ¥ , yi(m oy }
rg — 1 ig—1 ) B
F— : ; PR 2
{ mr.rnZyi g, £ X r [Y,- :l+(k—1)y"
Y

v =1 i,yzl

r=r—..—r,+k—1

O quadro (3a.l) assume a forma:
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4 — O caso k=23

Da (2.18) segue:

1 ]?
My Y,
r ry Ty 7273 r 1
A2 - v . 2 v -
n s - S 2 s l y PR - .l.' (1) —_
Q S S A R Wit it n
= 2 3 4 1 i
—1 T 1
N @ @ iy
— X h) Q. Q. D<= —
. iy Jy
=1 Js 1 =
iy 2
(4.1)
Ty —1 Ty — 1
2. f o @@ iy (ry — 1+ iy)
— 2 o~ .A/ Ql Qi.; ‘
iy 1 13;1 '
ro —1 rg — 1
3 J () o (ro — 1 4~ 7)) (ry -1
v : - y Ja)
_ A Q Q D 2 3 3

onde D ¢ dado por:
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Déstes resultados seguem, diretamente os de I destinados a pdr em

., (2) (3) (1 L
prova as hipdteses E. " =0, E. " =0 ¢ E,  =0. O prineiro tem
io iy iy

distribuicdo FF com (r, —1) e (n—r,—r.—r, -+ 2) graus de liber-
dade e o ultimo com (r,— i\ e (n—r —rs—r, + 2) graus de liberdade.

4a — Numeros proporcionais.

Mais, em particular, se

., 1 3) . .
os testes das hipoteres E,.l E. e E.‘% acham-se sintetizados no

seguinie quadro:
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Das (2¢.19) e (2c.21) segue:

L)
ng 4, . Y.
r Ty 172 y r i
a2 % \C A N _ -
n o _ _ - - Yy, , . — - ——
w, . . . i, 1, 1, . 1)
2 11:1 12:] z3=1 1°27°3 11=1 ni
1
(5.2)
@]
ni. i, Y,
71 ry 1 Ty 1y
a2 \ v \ 2 v .
n Ju—'] - .= - - yil iy iy RNt o 2
117-1 12t1 13=l 12=1 ni
2
(5.3)

Estes resultados seguem, diretamente os de F para pdor em prova as

., (1) (2 ., &)
hipoteses E, " =0 ¢ E, " =0. Para hipotese E, ~ =0, temos:
1 2 1

@ |2
|y, .
2 %2 "2 @ @ iy,
N 3 - N . -
L= @ T, = Q; Qj‘ D
=1 n iy jp =1 2 2
(2
1 J
RGO K
r Y, 7. 1
1 4 2 Y .
v L v oo pik |
TThRh T @ iy dy—1 2 %2
1
1

(5.4)

a qual tem distribuicdo F com (r,—1) e (n—r,—r.+ 1) graus de
liberdade.

.. (2)
Para a hipétese E; =0, temos:

ro —3 r,—1 ..
1 2-\-‘ 2-}- Q .(2) Q '(2) Iy Jy
re—1 | dg=1 4=1 7 12
va
(O]
Y. .
I I 2 hoh NN NN,
AY = = 299
Vi, i 2 Al Q Q D"~
n—r,—r. + 11 12 T "li'l) By dy=1 2 2
1
(5.5)
que tem distribuicdo FF com (r. — 1) e (n —r, —r, 4+ 1) graus de

liberdade.
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Mais em particular, se r.=2, temos para a expressdo:
Ty s 2
2 2) 2) 2) "
iy, lg=1 1
272
(5.6)
Mas
" (12)
2 @) 1 (1) i
QI =¥, — = Yi l
iy=1 1 1)
n;
r n
(2) 1 a i 1
=Y — £ Y, :
X R A 1t My g
s M1 m 2 iy My 4
= Y X Y3 A r X = Yo id
=1 ig=1 1 fp=1 iy=1 iy=1 1273 n‘: + n’l ’
7 o r i 1 n
1 1 1 1
= X = Vg = - Yi i 4 Ll -
=1 ig=1 1 fi=1 i3=1 1 Jrzil : + n‘12
T B 2 n.
1 1
-y N oy, %
=1 igm1 124 n';1+"‘1’
n s Fpay M " 52 Fray s M
= Y - - =
=1 idg=1 i, =1 =1
1 3 n oy F g 1 s LT LA
nf: 1 "" 2
n n = by
n 1 B 3 o P14 =1 ‘hiih
T g n '
=1 tl|+ i 2 R 4 ﬂtl 2
rrl' Pix S8 G = )
= - Yi Yi 2
=1 A, + A, ! :
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Por sua vez D torna-se:

(1,2 2
, .
(2) ] iy
D = n T T T
‘1 n,
f
2
— AR n - A
= X P -
i P +
hot ! A T N A
" Miov M
— A T
"t 1 n,][ + n'l 9
Jogo:
D — ! .
"t Miov Mg
N
et -+ M o
Com isto a (5.6) assume a seguinte explicita:
, 2
l "y Mir Mg ( _ l
- yll yl.’)
Py — 1 o e l/] oo, + i 1 1 l
ty S
\ 272 . o
iyidy 1 Qi: Qiz b - ,
20 "y Mo s

(5.7)
que substituida em /7 nos da os testes das hipoteses em questio.
3a — Nueros proporcionais, isto ¢,
1) (2)
n; n;,
n, , = - - =
2 n
L, Lt L2 - .
Neste caso os testes das hipoteses £, ==0 ¢ £, = 0 e¢stdo sin-
1 2

tetizados no quadro:

\.

Helfnaderds N
P L b e

SIBLAODTEC A FOWWR, -



u 5 e o [ B E el ;
- Heh ( 4 § s | —u |elo |
a . l; _ \ | .
s I i :: e by “
o = edudIdI(] | &= "t — 4 —u A onprsAy|
= - |
?.s = 1 _
; I B, e u u ' =
A 7] u !Nl - g! o (%) = z—71 h N..N
= i S g)
el "¢l R L) { Gy _
g™ |
,
*
ﬁ
|
_ ,
I, _ _,
B e B e e u u T o— % ! 1,
A A u I 4 _< , o S T 4 }— iy i m
T T : , _ : (0
N\ A/\ o ! ﬂ Ly ‘
(- _
!
i ey e e e e e g e A . S e £ N
ﬁ , - e eplaap
d “ opdeire g 10 owdLIL |

(I ve) 0odAv.an



= edudIdI(]

4w

I

a
|

B b _ Y]

+ _ - |\_. -

B oepraap
oudeue \

0oAAV IO

zas-euioy (] cec) oupenb

0 0SB DISON

‘SIongr soaownN — (¢



_I52 ARQ. FAC. HIG. SAUQE PUB. UNIV. SAQ PAULO. 13 (1) 1939
6 — O caso k=1

Da (2.17) scgue:

, 1 y " y
Az N A\ - 2
n s ) 2 y, - 2

Q T AT iy 1 h

2 i
Por sua vez, da (2¢.21) vem:
",
" y '| 9
ns = X\ Y y;
"l '1 — 7) -1 I] I-,-

., (1) .o .
Portanto, o teste de hipotese E, " —=0 serd feito através de:

y(l)’ 2
1 "y g
- - \
.- - 58)
Iy 1 i =1 n.
!
F 1
- IR E
L , v
! S CoL
Al Ny o — A o
n—r, R Y N iy iy -1 i1 ni’l' l
1

que tera distribuicdo Focom (ry— 1) e (m—r,) graus de liberdade.

SUMMARY

As it is well known to all, the problems in testing of hypotheses,
pertinent to the statistical chapter designated as analysis of variance, can
be totally solved according to a certain theorem established in the study
of the so-called general lincar hypothesis.

The application of the mentioned theorem, however, usually leads us
to determinants of so high an order that the scarch for a simpler expression
is, at first sight, discouraging.

As a conscquence of this fact, the authors, when setting up the tests,
prefer, as a rule, doing it through the use of only a few of the demons-
trated principles in the study of the lincar hypothesis and not of the final
results to which those principles convey. It is obvious that, with such
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bchavior, they must repeat, in cach case, a series of intermediary  steps
adapted, naturally, to the matter in view.

The present work follows a ditferent orientation, trying to attain the
aimed objectives by means of a more immediate procedure.

Even in the case considered by us and which is sufficiently general,
it is seen that — using devices which do not present ditficulties like the
ones to be anticipated — it is possible to obtain, for the originary deter-
minants, expressions which will depend on deetrminants incomparably sim-
pler to be handled.

As to the latter, it should be emphasized that their order is smaller
than that of determinants given by other authors, in the particular case
in which the subject is tackled in the way followed here. This fact, which
deserves proper emphasis, has as corollary a much greater simplicity in
obtaining certain expressions of highly practical interest.
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