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UANDO SE PENSA em Matemadtica, normalmente vém a mente os nime-

ros, as expressoes algébricas, os problemas de geometria, enfim, demons-

tragoes ¢ exercicios com sutilezas desafiadoras que exigem interpretacio
abstrala. J4 a Biologia e as Ciéncias da Satde debru¢am-se sobre questoes relati-
vas a vida e seu funcionamento, que vao das biomoléculas aos ecossistemas.

A primeira vista, s3o disciplinas sem ligagio: o suposto determinismo das
Ciéncias Exatas ¢ aparentemente incompativel com a imprevisibilidade e a com-
plexidade inerentes aos processos bioldgicos. Contudo, o conhecimento huma-
no expresso pela fisica, pela matemadtica e pela ciéncia da computagio cada vez
mais tem constituido uma ferramenta que auxilia sobremaneira a descrigao ¢ a
compreensio dos problemas ligados as Ciéncias Biologicas e Biomédicas.

Tal aproximagao iniciou-se ja no século XVIII, a partir do trabalho pio-
neiro de Daniel Bernouilli intitulado Essaz d’une nouvelle analyse de ln mortalité
causée par la petite vévole, et des advantages de Pinoculacion pour la prevenir.
Apresentado a Real Academia de Ciéncias de Paris em 1760 ¢ publicado em
1765, o ensaio ¢ considerado o marco zero do uso da matematica na analise de
problemas da drea biomédica, especificamente de satde publica.

Bernouilli (1760) utilizou um modelo matemdtico para estudar a dindmica
populacional de uma doenga, a variola. Seu modelo propiciou uma andlise mais
abrangente e integrada das taxas de mortalidade decorrentes da infecgdo pelo
virus da variola, bem como permitiu avaliar os riscos e vantagens associados a
inoculagio preventiva, uma técnica controvertida a época, que antecede a des-
coberta dos principios de vacina¢ao (Ruiz & Irizo, 2006).

Deste entdo, somam-se a esse mais ¢ mais exemplos de estudos de proces-
sos bioldgicos e biomédicos expressos em linguagem das Ciéncias Exatas como
forma de facilitar a previsio e a interpretaciao de seus resultados. Atualmente,
as abordagens quantitativas de constru¢ao de modelos para fendmenos naturais
estdo impregnadas pela matematica dos sistemas complexos.

O uso de modelos matematicos em problemas biologicos

O trabalho cientifico envolve a elabora¢io de modelos sobre os fenéme-
nos em estudo. Um modelo ¢ uma simplifica¢io abstrata que permite gerar
previsoes sobre o comportamento de um sistema sob diferentes condigoes e
desvendar o papel desempenhado pelos virios componentes do sistema nesses
comportamentos (Friedman, 2004 ).

Esses modelos podem ser descri¢oes qualitativas dos fenomenos; mon-
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Figura 1 — Conhecido como o pioneiro da disciplina Fisica-Matematica, o matematico,
fisico e médico Daniel Bernouilli (1700-1782) foi professor de Matematica
na Academia de Sdo Petersburgo a partir de 1725 ¢ de Anatomia ¢ Botéanica
na Basileia a partir de 1733, onde tornou-se, posteriormente, professor de
Filosofia Natural (Fisica). A ele se deve um dos principios fundamentais da
mecanica dos fluidos, o Teorema de Bernouilli, publicado em 1738 na obra
Hidrodindmica.
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tagem de maquetes representativas de mdquinas, instalagdes ou dispositivos;
conjuntos de equagdes representativas de parametros e varidveis associados a
processos; simulagdes computacionais de mecanismos fisicos ¢/ou biolégicos
(Bunge, 1969).

Quando se trata de sistemas biologicos, o interesse estd em estabelecer
modelos capazes de descrever, predizer e controlar fatos relacionados a fend6me-
nos que ocorrem em seus diversos niveis de organiza¢dao: biomoléculas, células,
tecidos, Orgaos, sistemas, organismos, populagdes ¢ conjuntos de populagoes
que compoem um dado sistema ecologico.

Também importantes para os estudos bioldgicos sio as escalas tempo-
rais e espaciais dos fendmenos. As variagoes temporais podem ser da ordem de
milissegundos, como é o caso de muitos processos bioquimicos, ou de bilhoes
de anos, como o processo evolutivo dos organismos na Terra. A escala espacial
também ¢é ampla, variando do nivel molecular ao césmico, e os diferentes niveis
de organizagao biolégica comportam-se de forma distinta nessas diversas escalas
temporais ¢ espaciais, aumentando a complexidade dos fenomenos subjacentes
(Cohen, 2004).

A pesquisa biologica demanda, portanto, a aplicagdo de uma matemati-
ca em particular. Assim, desenvolve-se a matematica biolégica, definida como
um conjunto de métodos para representar processos biolégicos por meio de
equagoes relativas as medigoes de seus parametros ¢ varidveis (Piqueira, 1996;
Murray, 2003).

Para que possam expressar modelos de processos naturais, as equagoes
propostas tém, em geral, natureza dinamica. Isto ¢, escolhe-se alguma grandeza
variavel no tempo e procura-se analisar sua evolu¢io. Tais grandezas sao deno-
minadas variaveis de estado: em ecologia, uma dada populagiao; em processos
respiratérios, a ventilagdo; em epidemiologia, a populag¢do infectada; em biolo-
gia molecular, a concentragdo de certos polimeros; em neurologia, as atividades
das regides cerebrais; em processos cardiovasculares, a frequéncia dos batimen-
tos cardiacos.

O desafio esta em eleger equagoes que sejam capazes de representar a evo-
lu¢do temporal dessas grandezas em razio de mecanismos externos ¢ também
de parametros intrinsecos ao sistema em estudo, denominados parametros cons-
titutivos e obtidos a partir de dados experimentais. Em outras palavras, durante
a modelagem de um sistema biolégico, o interesse esta nas entidades envolvidas
no sistema em estudo, por exemplo os genes, ¢ em seus diferentes atributos,
como o nivel de expressao desses genes.

Como, porém, saber se uma entidade biolégica deve ser considerada uma
variavel de estado ou um parametro constitutivo?

Para a fisica, o pressuposto ¢ que parametros sao grandezas fisicas cujas
variagdes sdo imperceptiveis em certa escala temporal, como resisténcia, massa
¢ densidade. Em contrapartida, varidveis de estado sio grandezas fisicas que
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variam rapidamente, como tensdo, velocidade e aceleragao. Porém, nos mode-
los matematicos de sistemas bioldgicos, a especificagio de uma grandeza como
parametro constitutivo ou variavel de estado ndo ¢ tio estanque, ja que a escala
temporal nem sempre é tio bem definida (Piqueira & Benedito-Silva, 1998).

Nesses casos, ha processos que devem ser encarados de acordo com o
objeto de estudo do ponto de vista de uma escala temporal filogenética (compa-
racdo entre individuos de diferentes espécies), ontogenética (comparagio entre
as diferentes fases de desenvolvimento de um mesmo individuo) ou de curto
termo (analise do comportamento particular de um processo bioldégico em um
mesmo individuo). Como consequéncia, uma mesma variavel biolégica pode ser
considerada indicativa de estado em certa escala temporal ¢ indicativa de para-
metro constitutivo em outra (ibidem).

Um exemplo ¢ a questao dos ritmos circadianos estabelecidos na espécie
humana. A filogénese desses ritmos poderia ser estudada sob uma perspecti-
va evolutiva: como a dura¢io do ciclo vigilia-sono varia entre as diferentes es-
pécies? Espécies mais aparentadas apresentam padroes de onda similares? Os
mesmos ritmos poderiam ser estudados ontogeneticamente por meio da andlise
de suas varia¢des ao longo da vida do individuo: como o padrao temporal do
ciclo vigilia-sono se altera ao longo do desenvolvimento do individuo? Por que
no recém-nascido a alternancia entre vigilia e sono ¢ pouco estavel? Como a
organizagao circadiana gradual que se desenvolve a partir de certa idade esta
sincronizada com fatores ambientais? Por fim, outro interesse de investigagdo
poderia residir ainda na questao sobre se um voo transmeridiano altera o ciclo
vigilia-sono de um individuo em uma escala de curto termo (ibidem).

Uma vez definidos os papéis assumidos pelas varidveis em estudo, pode-se
formular o que se entende por modelo dindmico de um sistema biolégico, ou
seja, uma tentativa de estabelecer, para seus diversos processos, equagoes dina-

&= F (@ \t)

Nessas equagoes, a letra x representa a variavel de estado, a letra x com um
ponto sobre ela representa sua taxa de variagio temporal, a letra A é represen-
tativa dos parametros constitutivos do sistema ¢ F ¢ uma fungio que relaciona
essas grandezas, entre si ¢ com os fatores externos ¢ internos dependentes do
tempo t.

micas do tipo:

Uma fungdo ¢ um ente abstrato, um modelo, que permite mostrar a va-
riagio de determinado paraimetro em relagio a outros. Assim, estabelecer uma
fungao entre duas ou mais grandezas significa identificar que a variagdo em uma
implica variagdo na outra, seja essa variagao direta ou inversamente proporcio-
nal. A equagio citada indica, portanto, que qualquer variagdo em um ou mais
dos trés parametros indicados entre parénteses interfere no valor da taxa de
variagio temporal.
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Quando a representagio do modelo do sistema biologico ¢ dada por uma
equagio do tipo antes descrito, diz-se que se trata de um sistema dinamico de
tempo continuo. Entretanto, muitas vezes ¢ mais conveniente propor modelos

representaveis por equagoes do tipo:
% F(x M\t
n,

n+1:

Nessas equagoes, novamente a letra x representa a varidvel de estado e
A representa os parimetros constitutivos do sistema. A letra F representa uma
fun¢ao que relaciona os valores da variavel de estado x em estigios sucessivos
(n e n+1) com os pardmetros constitutivos ¢ com os fatores externos ¢ internos
dependentes do tempo t. Modelos assim construidos sio chamados sistemas
dinamicos de tempo discreto.

Em ambos os tipos de equagdo, ndo tém grande importancia as suas solu-
¢oes explicitas, dada a dificuldade inerente as habituais ndo linearidades associa-
das a F. Isso quer dizer, por exemplo no caso do estudo da taxa de crescimento
de uma planta, que a medida do crescimento no intervalo de duas semanas nio
necessariamente serd o dobro da medida do crescimento no intervalo de uma
semana.

O que se procura ¢ delimitar quais parametros constitutivos serdo utiliza-
dos na andlise. Por exemplo, em um problema de modelagem do ciclo de ovi-
posi¢io de um inseto cavernicola, parametrizado pela temperatura do ambiente
onde ele se encontra, ndo interessa saber como a frequéncia de oviposi¢do varia,
exatamente, ao longo do tempo. O que interessa é saber a faixa de temperaturas
em que o ritmo mencionado tende para uma frequéncia bem determinada, ca-
racterizando homeostase. Ou, ainda, identificar para que faixa de temperaturas
ha variagao periddica ou varia¢do cadtica na frequéncia do processo em estudo.

Determinismo versus Sistemas complexos

Para equagoes como as discutidas aqui, vale o chamado Teorema da Exis-
téncia ¢ Unicidade da Solugdo. Isto é, conhecidas certas condi¢oes matematicas
a respeito de F, pode-se garantir que a solugao das referidas equagoes, para cada
condigio inicial conhecida, existe e é tnica (Wiggins, 2003).

A implicagdo dessa afirmativa é muito forte por ndo deixar margem para
nenhuma espécie de imprevisibilidade: dado o estado inicial de um sistema ¢ o
conjunto de forgas externas atuantes, ¢ possivel prever o estado do sistema em
todos os instantes subsequentes.

Esse determinismo durante muito tempo afastou os estudiosos das Cién-
cias Biologicas do raciocinio fisico e matematico. Isso porque niao é possivel, a
menos em situagdes muito especiais, pensar no processo bioldgico, em qualquer
nivel de organizagio, como sendo determinista e resultado de superposi¢ao sim-
ples de suas partes.

O processo bioldgico tem sempre uma grande margem de imprevisibilida-
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de. Além disso, partes relativamente simples com comportamentos dinimicos fa-
cilmente descritiveis compoem-se formando sistemas bastante complexos e com
comportamentos dindmicos qualitativamente diferentes dos comportamentos
das partes (Stewart, 1989). Os sistemas complexos sio, portanto, compostos
por diversas partes que, quando analisadas isoladamente, ndo dao ideia do com-
portamento do sistema como um todo. Mais que isso, 0 comportamento dessas
partes combinadas ou superpostas também ndo representam o comportamento
do sistema como um todo. Em vez disso, surgem propriedades emergentes nao
observaveis quando estas partes nao estao interagindo (Piqueira, 2009).

PROPRIEDADE AGREGADA PROPRIEDADE EMERGENTE

SISTEMA IMUNITARIO: DEFESA
™
T Anticorpo contra rubéola

>_ IDENTIDADE

T Anticorpo contra caxumba INDIVIDUAL

T Anticorpo contra catapora

SISTEMA NERVOSO: FUNGAO MOTORA

\\
Neurdnio 1
. EMOGAO,
O, Neurdnio 2 COMPORTAMENTO
o Neurénio 3
>’
i

Fonte: Holland (1995).

Figura 2 — Os sistemas complexos sio compostos por componentes individuais que
desempenham fung¢oes especificas. Nos exemplos, tais componentes e fun-
¢des sdo neurdnios propagando um potencial de agio que desencadeard
movimento muscular e anticorpos realizando o papel de defesa imunitaria
do organismo. Quando esses componentes atuam em conjunto em um sis-
tema complexo, surgem novas propriedades (propriedades emergentes).
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A fisica também tem problemas cujas caracteristicas se assemelham a essas
dos problemas biolégicos. Nio é sem motivo que foi formulada a mecénica
quéntica, fundamentada no Principio da Incerteza, inviabilizando a possibili-
dade de prever, com exatidao, a posi¢ao ¢ a velocidade de uma particula em
movimento (Fradkov, 2007).

Outro exemplo estd no estudo de equagoes da Mecanica dos Fluidos pelo
meteorologista americano Edward Lorenz (1963) na década de 1960. Em seus
trabalhos a respeito de previsio do tempo, ele constatou sensibilidade a condi-
¢oes iniciais. Ou seja, pequenas mudangas nas condi¢oes ambientais provocavam
bruscas variagdes no comportamento subsequente do sistema atmosférico. Esse
fenomeno foi chamado por Lorenz, de maneira bem-humorada, de efeito bor-
boleta: bastaria que uma borboleta algasse voo na Amazodnia para que ocorresse
um tornado em Chicago!

Descobertas como essa ¢ o desenvolvimento da ciéncia da computagao
criaram uma verdadeira febre pela busca de fendmenos sensiveis a condigoes
iniciais, hoje denominados cadticos, em todas as areas do conhecimento. Ha na
literatura cientifica um niimero imenso de publica¢des tratando problemas que
possam ser descritos pelas equagdes apresentadas na se¢do anterior com F ndo
linear.

Mas a fisica sabidamente ¢ parceira de longa data da matematica; talvez
desde que Galileu Galilei, em 1600, proferiu sua famosa frase: “O livro da na-
tureza estd escrito na linguagem da matematica”. Ja na biologia os exemplos
de uso dessa ferramenta para andlise quantitativa de seus fendbmenos sio mais
escassos, embora os progressos sejam cada vez mais notaveis.

Nos modelos de dindmica de difusio dos processos bioquimicos e celula-
res, os trabalhos marcantes de Belouzov (1951) e Zhabotinskii (1964), realiza-
dos nas décadas de 1950 ¢ 1960, sao tidos hoje como paradigmas para o estudo
de processos de difusdao e propagag¢io de oscilagdes em sistemas bioldgicos. Nos
problemas de Dinamica Populacional, Ecologia ¢ Epidemiologia, destacam-se
os trabalhos realizados por Lotka e Volterra, nos anos 1920, por May, durante
os anos 1970 ¢ 1980, ¢ por Yorke, na década de 1980 (Murray, 2003). Outro
destaque sdo os trabalhos de Glass e Mackey, desenvolvidos nos anos 1970 ¢
1980, explicando processos dindmicos normais e patoldgicos em mecanismos
fisiologicos (Ggass & Mackey, 1977).

Esses exemplos mostram que a matemadtica pode auxiliar a biologia a
compreender fendmenos de grande dimensdo, como interagoes ecoldgicas na
biosfera; de dimensao diminuta, como a estrutura biomolecular de um organis-
mo; muito lentos, como o processo de macroevolu¢ao; muito rapidos, como o
processo fotossintético; muito antigos, como as primeiras extingdes; ou muito
complexos, como o funcionamento do encéfalo humano (Cohen, 2004).

Biologia matematica e matematica bioldgica no século XXI
O advento de novas pesquisas em genomica funcional, neurociéncia, in-
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fectologia e outras areas tem alterado a natureza e os objetivos da pesquisa bio-
logica, desafiando um nimero cada vez maior de pesquisadores da drea biomé-
dica a buscar explica¢des quantitativas para os fendmenos biolégicos.

Muito progresso na pesquisa biolégica e biomédica adveio de “mentes
matematicas”. Um exemplo sio os estudos de Arup Chackraborty (2010), atu-
almente no MIT, sobre o funcionamento do sistema imunitario.

Chackraborty foi casualmente levado a refletir sobre as aplicagdes da mo-
delagem matemadtica para predizer intera¢oes do sistema imunitdrio, por exem-
plo, na sinapse imunolégica. Nesse processo, sofreu inicialmente com o com-
portamento incrédulo de biélogos e médicos que nao enxergavam beneficio no
desenvolvimento de modelos matematicos para este tipo de estudo.

Quadro 1 — Exemplos de aplicagao da matematica no estudo de problemas biolégicos

Assunto

Estrutura etéria de populagoes estaveis

Equacao logistica para crescimento populacional limitado
Processos de ramificacéo, extinggo de sobrenomes
Correlagao

Cadeias de Markoy, estatistica da linguagem

Equilibrio de Hardy-Weinberg
em genética populacional

Analise de variancia, delineamento de experimentos agricolas
Dindmica de espécies interagentes

Processos de nascimento e morte
Ondas viajantes em genética
Teoria dos jogos

Distribuicao para estimativa da taxa de mutacao em bactérias
Morfogénese

Equacéao de difusao para frequéncia génica

Gréficos de intervalo circular, estrutura genética fina

Funcoes limiares de grafos aleatérios

Férmula de amostragem para freqliéncia de haplétipos
Genealogia de populacdes

Fonte: Cohen (2004).
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A SINAPSE IMUNOLOGICA

Sinal forte

Sinalizac&o eficiente Superestimulacéo evitada

Fonte: Chackraborty (2010).

Figura 3 — A sinapse imunoldgica é uma regido estruturada por receptores e ligantes
espacialmente padronizados que se forma entre um linfécito T (célula do
sistema imunitario) ¢ uma célula apresentadora de antigeno (APC, na sigla
em inglés, ou simplesmente organismo invasor) registrando a assinatura
molecular do patégeno.

Ao assistir, contudo, a uma conferéncia sobre imunologia em 2006, um
fendmeno fisico denominado histerese veio a sua mente de imediato. Tal fe-
nomeno ¢ caracterizado pelo fato de a resposta do sistema ser dependente da
ultima agdo exercida sobre ele. Chackraborty conjeturou, entio, que as cascatas
de sinalizagdao dos linfécitos T poderiam exibir histerese. O conhecimento sobre
um fendémeno fisico ajudou-o a estabelecer uma analogia com um fenémeno
bioldgico, permitindo a identificagdo da equagio matematica mais adequada para
descrevé-lo.

E assim, como resultado de sua colaboragao com imunologistas ao lon-
go dos dois anos seguintes, as cascatas bioquimicas envolvidas na ativagao dos
linfécitos T foram desvendadas. Posteriormente, outro modelo matematico de
mesma natureza desenvolvido por Chackraborty explicou, ao menos parcial-
mente, por que algumas pessoas infectadas pelo HIV nao desenvolvem Aids. O
press velease do MIT apresenta o trabalho inovador da seguinte forma (Zielinska,
2010):

Este é um artigo cientifico notavel porque se inicia com uma observagio clinica,
integra-a com observagdes experimentais, gera um modelo valioso e deriva des-
te uma compreensio profunda sobre o comportamento do sistema imunitirio
humano.
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De fato, s6 beneficios vém sendo obtidos a partir dessa visio integrada
entre biologia e matematica. Outro exemplo siao os estudos pioneiros de algo-
ritmos genéticos conduzidos por John Holland (2008), também atualmente no
MIT. Encantado com os trabalhos de Fisher (“foi a primeira vez que vi matema-
tica de verdade na biologia”, relata) sobre o papel das mutagoes na heranga de
caracteristicas, Holland e seus orientandos dedicaram-se a investigagdo matema-
tica do tema.

Cromatides

Profase | hothe
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da meiose

Tetrade
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permutagao q

.

Metafase | m
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Figura 4 — A recombinagdo génica ¢ o processo por meio do qual os alelos de genes
diferentes associam-se em novas combinagdes. Juntamente com as muta-
¢oes, as recombinagdes constituem a fonte de variabilidade genética sobre
a qual a sele¢do natural pode agir. Em 1909, o citologista Frans Alfons
Janssens propds o fendmeno cromossémico conhecido como permutagio
ou crossing over para explicar os entrelagamentos (quiasmas) entre partes
dos cromossomos homologos que os citologistas vinham observando nos
estudos sobre meiose, processo de divisdo celular relacionado a reprodu-
¢do sexuada. Quando os cromossomos homologos se cruzam ao longo da
meiose, podem unir-se em certos pontos com consequente intercimbio de
segmentos cromossomicos contendo sequéncias de genes. Isso leva a for-

magio de células-filhas com constitui¢do genética diferente da célula-mie.
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Ao procurar modelos matematicos que pudessem descrever nao sé o papel
das mutagdes, mas também o da recombinag¢io génica decorrente de permutagio
na heranga de caracteristicas, Holland desenvolveu algoritmos que simulavam as
permutagoes entre partes dos cromossomos durante a meiose. Seus algoritmos
incrementaram a matematica até entdo utilizada nos estudos de genética de po-
pulagdo por permitirem a identificagao de que os genes interagem de forma nao
aditiva. A eles se seguiu uma extensio do Teorema Fundamental de Fisher sobre
os genes, a qual ¢ o cerne do famoso livro de Holland Adaptacao em sistemas
naturais e artificiass.

Modelos matematicos dinimicos também encontram aplicag¢io no estudo
de agrossistemas. Nesse caso, sao ferramentas tteis para entender, predizer e si-
mular os impactos causados pela interferéncia de plantas daninhas e infestantes,
auxiliando a implementagdo de sistemas agricolas mais eficientes. Por exemplo,
¢ possivel caracterizar a habilidade competitiva de determinada espécie para cap-
tacdo de recursos, analisar a eficicia de um herbicida no cultivo em estudo ou
prever a capacidade germinativa de sementes em fun¢ao de sua profundidade no
solo (Vismara et al., 2007).

Sementes enterradas no ciclo 7

Xy
Herbicidas
Predadores herbivoros v
Praticas de cultivo
Numero de plantulas
Yy
Competigdo infra-especifica Herbicidas
Herbicidas 1 / Predadores herbivoros
Predadores herbivoros Germinagdo
Praticas de cultivo Predadores herbivoros

Praticas de cultivo

Floragdes individuais

Competigdo infra-especifica
Herbicidas

Predadores herbivoros
Predacdo das sementes
Dispersdo de sementes
Colheita da cultura

Sementes enterradas no ciclo #+1
X1

Fonte: Vismara et al. (2007).

Figura 5 — Representagio da dindmica do banco de sementes de espécies daninhas
anuais. As letras nos tridngulos indicam as taxas de germinag¢io (g), floragio
ou estabelecimento e sobrevivéncia a maturidade (o), sobrevivéncia no banco
de sementes (v) e produtividade (s). As principais causas de perdas de plantas
e de redugido de produgio de sementes sdo indicadas ao lado dos tridngulos.
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Enfim, parece que matemdtica e biologia se encontram definitivamente no
século XXI, resgatando um sonho sonhado por Bernouilli no século XVIII, com
seu modelo matematico de propagag¢ao de doengas, em que a modelagem mate-
matica foi pensada como agente colaborador na melhoria da satide publica.
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RESUMO — Este artigo apresenta, dentro de uma perspectiva historica, algumas ideias
sobre a aplica¢io de ferramentas matematicas no estudo de problemas relacionados a
biologia. Usando a Teoria dos Sistemas Dinamicos, alguns modelos para sistemas biol6-
gicos apresentando emergéncia de comportamentos globais complexos sio discutidos.
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ABSTRACT — This paper presents some ideas about the application of mathematical to-
ols to the study of Biological problems, in a historic context. By using the Dynamical
System Theory, some models for biological systems presenting emergence of global
complex behavior are discussed.
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