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RESUMO

O artigo apresenta um algoritmo para a resolu¢dGo de modelos de geragées superpostas com
muitas geracées. Uma particularidade do algoritmo apresentado é que este ndo se limita a
encontrar os estados estaciondrios associados a determinados valores dos parametros ou a
algumas hipéteses de politica econdmica. Isto faz com que este algoritmo seja de grande
utilidade para estudar situagoes onde a trajetéria para o estado estaciondrio possa ser
determinante na adocao de uma determinada politica, caso particular do problema do
financiamento da previdéncia. Também é apresentado um exemplo de aplicagdo do algoritmo
para simular a transi¢do de um sistema previdencidrio do tipo reparticao para um do tipo
capitalizagao.
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ABSTRACT

This paper provides an algorithm to deal with overlapping generations model with too many
generations. A feature of the algorithm is that it simulates all the trajectory of the economy,
rather than particular steady states associated with some values to the parameters or police
hypothesis, e.g. how to finance social insurance. An example is presented to show how the
algorithm works simulating the transition from a PAYGO to a fully funded social security
system.
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6 Um Algoritmo Numérico para o Calculo dos Estados Estaciondrios e da Dindmica de Transigio

INTRODUCAO

Modelos de geragoes superpostas tém sido muito utilizados para estudar

. o~ /., " Ve M 7
problemas em economia, que vao desde politica monetdria até
crescimento economico. Uma vantagem desses modelos ¢é que estes
permitem estudar o comportamento dos individuos durante o ciclo de
vida, além de contarem com uma forma natural de heterogeneidade, qual

seja, a idade.

Dessa forma, esses modelos sao de substancial utilidade para problemas
que envolvam distribui¢ao de renda entre geragoes, como, por exemplo, a
questao da previdéncia ou do financiamento da divida publica. Por
delimitar bem o ciclo de vida, também sao usados para explicar por que
os individuos escolhem certo nivel de capital humano ou seguem

determinadas carreiras como em Krussel e Rios-Riull (1992).

Outro elemento que torna modelos de geragoes superpostas interessantes
para a andlise de politicas econdmicas ¢ o fato de existir a possibilidade
do Primeiro Teorema do Bem-Estar Social nao ser valido. Isso implica
dizer que o equilibrio de mercado nem sempre ¢ Pareto 6timo, o que dd

margens para politicas econdmicas efetivas.

Um dos grandes problemas associados a esses modelos ¢ a sua
intratabilidade. Modelos com mais de trés geragoes nao possuem, em
geral, solugoes analiticas, o que faz com que tenham sido pouco utilizados
para fins aplicados. Dessa forma, modelos de geragoes superpostas sao
geralmente utilizados apenas para apresentar alguns exemplos em

equilibrio geral.

Recentemente, com a evolugao dos computadores e a difusao de técnicas
de simula¢io e analise numérica em modelos macroeconémicos, esse
problema vem sendo resolvido. Existem vdrios exemplos de modelos com
grande numero de geragoes sendo utilizados para analisar problemas de

politica fiscal, em particular a questao do financiamento da previdéncia.

Est. econ., Sdo Panlo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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Essa tendéncia ¢ consistente com os rumos que a andlise macroeconémica
vem tomando recentemente, qual seja, tornar-se um ramo de equilibrio
geral aplicado. Dessa forma, problemas tipicos de macroeconomia, como
demanda por moeda, consumo e crescimento econémico, vém recebendo
tratamento de modelos de equilibrio geral, quer com modelos com
horizonte infinito, na linha de Cass-Koopmans, quer com modelos do
tipo aqui discutido, ou mesmo modelos mais simples. Isso leva a simulagao
de modelos de equilibrio geral a tornar-se comum na andlise

macroecondmica.

No caso de modelos de gerages superpostas, ¢ possivel resolver o modelo
por meio da solugao do sistema de equagdes nao-lineares formado pelas
condicoes de primeira ordem dos problemas das firmas e dos
consumidores, ou por meio de técnicas de programagio dinamica,
utilizando-se da fungao valor. Na primeira linha esta o método proposto
em Auerbach e Kotlikoft (1987). Aplicagbes, para o Brasil, utilizando-se
deste método podem ser encontradas em Barreto e Oliveira (2001) e em
Lanes Jr. (1999). Uma descrigaio do algoritmo que faz uso de
programag¢ao dinamica pode ser encontrada em Imrohoroglu,
Imrohoroglu e Jones (1999), e aplicagoes deste método para a andlise
dos efeitos de bem-estar para a providéncia social no Brasil pode ser

encontrada em Ellery Jr. ¢ Bugarin (2001).

Este artigo apresenta um algoritmo para resolver modelos de geragoes
superpostas com muitas geragoes que segue a linha proposta em Auerbach
e Kotlikoff (1987), e cujo método consiste em uma generalizagao do
utilizado em Miranda (1997), no sentido de que pode ser utilizado para a
solu¢ao numérica e simulagao de modelos com muitas gerag¢oes. Na se¢ao
1 ¢ apresentado o modelo em suas linhas gerais, na segunda discute-se o
algoritmo para resolvé-lo, na terceira apresenta-se um exemplo de
aplicagao do algoritmo para resolver um modelo de trinta geragdes com
heranga, enquanto na ultima se¢ao apresentam-se algumas conclusoes e

sugest()es para futuras pesquisas.

Est. econ., Sio Paulo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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1. O MODELO

O modelo sera discutido em sua versao mais simples, na qual os individuos
escolhem entre poupanga e consumo e as firmas decidem o quanto
empregar de capital e trabalho. Formalmente, o problema dos individuos,

escrito com as variaveis em unidades de eficiéncia, é:

T g
Max B8 u(@)
{cha =1
tg.c =w —(1+x)a;
¢ =w+(1+r)a’ -1+x)ay, O= 2..T-1

Cr =W +(L+rp)ar

Onde g representa a geragao do individuo, # o tempo, w o saldrio, a ¢ a
quantidade de ativos que o individuo possui, 7 a remuneragao do capital,
¢ a quantidade consumida, x a taxa de crescimento da produtividade do
trabalho e f a taxa de desconto. Note-se que, com simples variagoes nas
restri¢oes or¢amentdrias, se pode adaptar o modelo para explicar

previdéncia, demanda por moeda, politica fiscal, ou mesmo herangas.

Por exemplo, ¢ possivel modificar o modelo para considerar o motivo
heranga absoluta, como em Martins (1995). Neste caso, a primeira

restriao assumiria a seguinte forma:

b
c =Wt ——=7 -(1+x)a,

T_
(@+n)
e a ultima seria escrita como:

cr =W +(L+r)ar —b

Onde & ¢ a quantidade deixada como heranga e 7 a taxa de crescimento da

populagao. Dessa forma seria considerado que o individuo deixa uma

Est. econ., Sdo Panlo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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heranga &, que ¢ retirada da sua renda no seu ultimo periodo de vida e
distribuida entre seus herdeiros. O custo dessa sofisticagio do modelo ¢

de apenas uma equagao a mais nas condi¢oes de primeira ordem.

Outra alteragao interessante seria colocar previdéncia do tipo reparti¢ao
simples. Neste caso, bastaria diminuir o saldrio por meio de um imposto
no periodo de atividade e substituir o saldrio pelo valor da aposentadoria

nos periodos inativos.

As firmas maximizam lucros dados pregos dos fatores, ou seja:

Max F (K, AL) - rK —wL

K,L

Um equilibrio para esta economia ¢ uma cesta de consumo e uma alocagao
entre capital e trabalho onde firmas maximizam lucros, individuos

maximizam utilidade e os mercados se equilibram.

E claro que podemos solucionar o problema trocando a varidvel de escolha
pela poupanga e substituindo as restricbes or¢amentdrias na funcao de
utilidade.! Dessa maneira, pode-se resolver o problema de forma
recursiva, e diminui-se pela metade o nimero de equagbes nas condigoes
de primeira ordem. Isso ocorre porque, resolvendo recursivamente,
eliminam-se os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes

or¢amentarias.

2. DESCRICAO DO ALGORITMO

Esta segio ird descrever o método proposto para resolver modelos de
geragoes superpostas. Nela serao discutidos nao apenas problemas

especificos a resolugao desses modelos, como também questoes ligadas a

1 Note-se que isso ¢ normalmente feito na literatura sobre crescimento com horizonte infinito, em
que a varidvel de controle ¢ investimento, e ndo consumo.

Est. econ., Sio Paulo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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métodos numéricos que se relacionem diretamente com o algoritmo em

questao.

De inicio serdo feitos pequenos comentdrios sobre a conveniéncia de
utilizar técnicas numéricas para aproximar derivadas. Também serao feitos
comentdrios sobre a resolugao de sistemas de equagoes nao-lineares, que
consiste em um dos pontos criticos do método proposto.? Finalmente

serd feita a exposi¢ao do algoritmo.

A melhor maneira de resolver um modelo de geragoes superpostas
depende do nimero de geragoes existentes nos modelos. Se o numero de
geragoes for menor ou igual a trés, esse modelo pode ser resolvido
analiticamente. Para o caso de duas geragoes a solugao ¢ trivial. Com
mais de trés geragoes torna-se necessdria a utilizagio de métodos

numéricos para resolver o problema.

Neste caso, o primeiro passo ¢ encontrar as condi¢oes de primeira ordem.
Dado que este problema ¢ razoavelmente ficil de resolver analiticamente,
¢ aconselhdvel que seja feito dessa forma. Note-se que embora seja facil
de resolver numericamente, achar derivadas deve ser feito, sempre que
possivel, analiticamente, uma vez que qualquer algoritmo desta natureza

estd sujeito a erros de aproximagao e arredondamento.

O exemplo abaixo mostra este efeito para um caso bem simples.
Considere a fungao x” e uma tentativa de aproximar sua derivada pela

definicao, dada pela expressao:

df _ . Of (x+h) - f(x)O
dX ||thOH h

2 Narealidade, resolver as condi¢oes de primeira ordem consiste em resolver um sistema de equagoes
nao-lineares. Este problema poderia ser evitado se fossem consideradas utilidades quadriticas; neste
caso, as condigoes de primeira ordem seriam lineares, retirando uma das maiores dificuldades do
método. Voltaremos a este ponto mais adiante.

Est. econ., Sdo Panlo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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Note-se que, a principio, tem-se a impressao de que a aproximagao serd
mais precisa para menores valores de /. Esse resultado niao se observa
porque a medida que /# vai diminuindo, os erros de arredondamento vao
se tornando cada vez mais expressivos, levando a uma piora na
aproximagao da derivada.

FIGURA 1

d

wr——————————————

10° F 8

13-Aug-92

erro
=}

L]

#*

1|:| I I I-15 I I I I I-1IZI I I I I I-
10 10
valor de h

10

Observando a Figura 1, fica claro que os valores do erro sdo muito grandes
tanto para baixos como para altos valores de /7. Como nao valeria a pena
colocar uma rotina adicional para procurar valores étimos para 4, e dada
a facilidade de se encontrar as condi¢oes de primeira ordem, mesmo para
modelos com muitas geragoes, sugere-se que estas sejam fornecidas ao
algoritmo.

Encontradas as condigoes de primeira ordem, devemos achar o vetor de

poupangas que as resolve.? Este ¢ um dos pontos cruciais do método de

3 Como o nimero de geragoes ¢ finito, a solugao serd um vetor do R”.

Est. econ., Sdo Panlo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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solugdo, uma vez que encontrar este vetor corresponde a encontrar a

solugao de um sistema nao-linear com um numero de equagoes igual ao
i e : v ~

numero de varidveis de controle. Neste caso, o numero de geragoes menos

um, visto que ninguém poupa no ultimo periodo de vida. Note-se que se

a varidvel de controle fosse o consumo, existiriam as equagoes relacionadas

aos multiplicadores de Lagrange, o que aumentaria consideravelmente o

tamanho do problema.

O problema para resolver esse tipo de sistema estd no fato de que, em
geral, nao se sabe se existe solugao, se esta ¢ unica, ou mesmo se 0 nimero
de solugbes, caso exista alguma, ¢ finito. Dessa forma, nao existe um

7 ~ a ;. .
método geral de solug¢ao para esses problemas. E necessdrio que seja
escolhido um de acordo com o caso apresentado.

Para resolver esse sistema, ¢ sugerido um dos métodos do tipo quase-
Newton. Estes consistem numa variagao do método de Newton, em que
a matriz Jacobiana nao ¢ fornecida ao algoritmo. Neste caso, vale a pena
aproximar as derivadas, pois a matriz das derivadas segundas ¢ quadrada
com dimensoes iguais a0 numero de varidveis de controle; para um

modelo de trinta geragoes sao calculadas 841 derivadas!

Apresenta-se a seguir uma forma de implementar um algoritmo do tipo
quase-Newton.* A implementagao mostrada ¢ a sugerida por Broyden e
consta na maioria dos livros de métodos numéricos:

1) Fornega uma aproximagao inicial para a solugao, e inicie o indexador

i cCOMO Zzero.

i) Calcule, ou assuma, uma aproximagao inicial para a inversa da

matriz Jacobiana B’

111) Calcule pi =-B'f' , onde fl = f(xi) .
iv) Determine um ndmero #, de forma que || f (Xi +1; pi) 1< f' Il

v) Calcule X=X +t pi .

4 Uma vez que a solugao do sistema nao-linear ¢ parte fundamental do algoritmo proposto, e que
existem diversas maneiras de se implementar o método de Broyden, torna-se necessaria uma expli-
cagao de como este método ¢ utilizado nesse artigo.

Est. econ., Sdo Panlo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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vi) Calcule §' = f(xi+1). Se || fre <&, para € préximo de zero,

termina o algoritmo, caso contrdrio, seguir para o proxXimo passo.
vii) Use a formula abaixo para aperfeigoar a aproximagao do Jacobiano:
i+1 i+1
B

=B -(B'y -p)(p)'B {(p)'B'y} onde y = £ —f';

viii) Faga i1 =i +1 e volte para o passo (ii1).

Para se ter uma intui¢ao do algoritmo basta observar o método de New-

ton para encontrar raizes de uma fun¢ao qualquer. Este consiste no
seguinte:

1) Fornecer uma aproximagao inicial e iniciar o indexador 7 como zero.

i1) Calcular a imagem do valor fornecido, e tragar uma tangente a esse
ponto.

ii1) O ponto onde a tangente encontra o eixo das abscissas serve como
a proxima aproximagao.

iv) O processo deve ser repetido até a imagem ficar préxima o

suficiente de zero, ou seja, | f (X) |< €, para € préximo de zero.

Graficamente, pode-se ilustrar o algoritmo da seguinte forma:

FIGURA 2

F Y
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. L
Na Figura 2 a aproximagao inicial € x; dado esse valor, procura-se f{x,)
4 ~ 4 :
no grifico da fun¢io e traga-se uma tangente a esse ponto. O préximo
passo ¢ obtido encontrando-se o valor de x. Novamente busca-se a

tangente a f{x,), € assim sucessivamente até encontrar-se a raiz desejada.

Para avaliar a tangente torna-se necessario conhecer a derivada da fun¢ao. Esta
¢ a diferenga desse método para o utilizado. No método de Broyden a derivada

da fungao ¢ aproximada, mas a légica para encontrar a raiz ¢ a mesma.

Métodos numéricos descendentes do método de Newton dependem, em
geral, muito da aproximagao inicial para resolver o problema proposto.
Tal dependéncia existe tanto na velocidade de convergéncia quanto na sua

possibilidade de encontrar a raiz.

Um paliativo utilizado no algoritmo foi fornecer a solu¢ao do problema
relacionado ao periodo anterior como aproximagao para a resolugao do
problema em cada periodo. Dessa forma garantiu-se que a aproximagao
inicial estava proxima da raiz procurada.

Neste ponto cabe voltar a questao das utilidades quadraticas. Nesse caso,
toda a discussao sobre a resolu¢ao de sistemas nao-lineares seria evitada,
pois as condigoes de primeira ordem sao lineares. Embora isto venha a facilitar
a solugao do problema, ao assumir esse tipo de preferéncia esta-se incorrendo
em todas as inconveniéncias associadas a esse tipo de fun¢ao. De todo modo,
vale ressaltar que, para essas fungoes, nao vale a pena utilizar do método de
solugao proposto neste artigo, uma vez que existem alternativas bem mais

simples para a solugao de sistemas de equagoes lineares.

Encontrada a solu¢io do sistema, torna-se possivel calcular o estoque de
capital da economia. Neste ponto resolve-se novamente o problema do
consumidor e acha-se o novo estoque de capital. Quando os valores do
estoque de capital estiverem suficientemente préximos um do outro ¢

porque a economia chegou ao estado estaciondrio.

O problema da firma merece menos comentdrios uma vez que este ¢
trivial. A firma escolhera capital até que a produtividade marginal do
capital seja igual a sua remuneragdao. A escolha de trabalho serd feita de
forma a equalizar saldrio a produtividade marginal do trabalho.

Est. econ., Sdo Panlo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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Para se calcular os salarios e a taxa de juros de cada periodo basta calcular
a produtividade marginal do trabalho e do capital para o estoque de capi-
tal do periodo. Uma vez conhecidos esses valores, pode-se colocd-los na
restri¢ao or¢amentdria dos individuos, de forma que o problema dos
individuos fica sendo escolher o quanto poupar e, por conseqiiéncia,
quanto consumir, dados os pregos do fatores. Repare-se que como a fungao
de utilidade depende apenas do consumo, os individuos nao escolhem o

quanto trabalhar.

Com o método proposto evita-se a necessidade de providenciar um valor
inicial para o estoque de capital e depois ter de iterar o algoritmo até que
o valor do estoque de capital seja consistente com a escolha dos individuos.
De fato, calcula-se a decisiao de poupanga de cada individuo junto com os
pregos dos fatores e depois determina-se o estoque de capital somando-
se a poupanga de cada individuo. Segue abaixo uma rdpida descrigao do

algoritmo.

1) Usando um algoritmo do tipo quase-Newton, calcule o estado

estaciondrio para economia inicial;
i1) Defina o contador como 1;
ii1) Salve o valor do estado estaciondrio, encontre o estoque de capital;

iv) Use a solugao do estado estaciondrio como condigao inicial para
resolver os problemas dos consumidores e da firma na nova
economia. O problema do consumidor ¢ resolvido com o mesmo

algoritmo utilizado para o estado estaciondrio;

v) Com a solu¢ao do problema do consumidor encontre o novo

estoque de capital;

vi) Compare o novo estoque de capital com o antigo e estabelega um

critério de igualdade, se o critério for obedecido pare o algoritmo;

vii) Caso contrdrio, utilize o novo estoque de capital como condigao
inicial para a nova solugao de equilibrio. Use a solu¢ao do problema
do consumidor como aproximagao para o algoritmo que resolve o

novo problema do consumidor;

viil)Realize o incremento no contador, volte para o passo vi.

Est. econ., Sio Paulo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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DESCRICAO DO ALGORITMO PROPOSTO

Iniciar o agoritmo

Determinar o estado
estaciondrioinicial

A partir da agregacdo dariqueza das
—pp familias determina-se o estoque de

capital, K,

Transi¢do: Solugdo do problema das
familias (ordem reversa)

A partir da agregacdo da riqueza das
familias determina-se 0 novo estoque

decapital, K,

K, =K,? Terminar

Est. econ., Sdo Panlo, 32(1):5-34, jan-mar 2002



Roberto de Goes Ellery Jr, Rogério Boueri Mirandn 17

No primeiro passo resolve-se o sistema de equagoes formado pela
condi¢oes de primeira ordem do problema dos individuos mais as

condi¢bes de primeira ordem dos problema da firma, qual seja:

1
U'(qg):ﬁli-—;U ) Ot 1.7 1

a$+1:0

o OF (KAL)
oL

_OF(K,AL)

onde as varidveis possuem o mesmo significado da segao anterior, G ¢ o
numero de geragoes e [ representa a fragido de cada geragdo no total de

pEssoas da economia.

No sistema acima as 7-1 primeiras equagoes representam as condigoes
de primeira ordem do problema dos individuos, a proxima equagao
representa a condigao de que o individuo consome todo o seu patrimonio
no ultimo periodo de vida; finalmente sao apresentadas as condigoes de
primeira ordem da firma e a regra de agregagao do capital. Desta forma,
existem G+3 equagoes ¢ G+3 incégnitas.’ Como no primeiro passo
apenas o estado estaciondrio ¢ calculado, podemos esquecer o subscrito
que denota o tempo e considerar que cada geragao representa um periodo

do tempo.®

5 Quais sejam, a poupanga a cada perfodo: S[g =@+ X)aﬁrl _atg O t= 1...,T; os pregos dos
fatores: 7 e w; e o estoque de capital (K).

6 Nestecasovaleque G = T.

Est. econ., Sio Paulo, 32(1):5-34, jan-mar 2002
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Esta etapa, que consiste no calculo do estado estacionadrio, apresenta uma
diferen¢a fundamental em rela¢ao ao algoritmo proposto em Auerbach e
Kotlikoft (1987),” uma vez que nao foi exigido uma aproximagao para o
estoque de capital inicial. Para este caso o estado estaciondrio ¢ calculado

da seguinte forma:
1) Providencie uma aproximagao inicial para K;
ii) Determine os pregos dos fatores associados a este valor de K;
iii) Resolva o problema dos individuos;

iv) A partir do problema dos individuos determine o novo estoque de
capital, K ;

v) Se ‘Kl_Ko‘<5, para um determinado &€ > 0 o algoritmo ¢

encerrado, do contrdrio, faga K, = K| e volte para o passo ().

O método proposto neste artigo depende mais das condigOes iniciais para
M . z v Z G+3 z z
convergir, que ao invés de um nimero ¢ um vetor no R¢*3, porém o método

AK necessita resolver o sistema nao-linear para cada iteragaio em K.

Até este passo foi possivel descrever o estado estacionario da economia.
Assim, o método pode ser usado para determinar tanto o estado
estaciondrio inicial quanto o final, desde que este tltimo niao dependa da
transi¢ao.® Para calcular a transi¢do temos que considerar que tanto os
pregos dos fatores quanto as decisoes dos individuos estaio mudando no
tempo. Esse efeito complica o problema na medida em que o salario de
individuos da mesma idade, em periodos diferentes de tempo, pode ser
diferente, ou seja, um individuo no segundo periodo de vida em z = 10
terd um saldrio diferente de um individuo no segundo periodo de vida em
t# 10.

A maneira sugerida por Auerbach e Kotlikoft para calcular a transigao

consiste em resolver simultaneamente o problema de todas as geragoes

7 Este algoritmo também ¢ conhecido como AK.

8 Aeste respeito ver AUERBACH & KOTLIKOFF (1987).
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que estardo vivas neste periodo. Desta forma, seria possivel resolver o
problema de que ao decidir o quanto consumir o individuo deve considerar
nao apenas os pregos presentes, mas também os pregos futuros. Esta
proposta resolve o problema de forma precisa, porém implica um custo
computacional muito alto, pois o nimero de equagdes a serem resolvidas
seria igual ao numero de geragbes vezes o tempo necessdrio parta

transi¢ao, que se sugere ser de aproximadamente 150 anos.

Caso fosse utilizado o método aqui proposto, o numero de anos
necessdrios para transicio deveria ser multiplicado pelo nimero de
geragoes mais trés, implicando 450 equagdes a mais para uma transi¢ao
de 150 anos. Dado o alto custo computacional do método AK, é comum
que este algoritmo seja utilizado apenas para o cilculo de estados

estacionarios, como em Barreto e Oliveira (2001) e Lanes Jr. (1999).

A partir do método para o cilculo do estado estaciondrio que propomos
neste trabalho ¢ possivel derivar uma forma de calcular a transi¢ao entre
os estados estacionarios. Para isto, considere um determinado periodo z,
periodo no qual estardo vivas G geragoes, que receberao saldrios e juros
determinados por um dado estoque de capital, de forma que em um
determinado periodo ¢ as decisbes das geragoes vivas sao descritas pelo

sistema:

1+
U'(qg):ﬁ“?(uxq%l) Ot 1.7 1

ary =0

_ OF (K, AL)
W = oL,
_OF(KLAL)

' oK,

K = S 9.9

t_zutat
=
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Para resolver este sistema precisamos do estoque de capital nos periodos
t até t+G, valor este que nao ¢ conhecido, uma vez que os problemas das
geragoes futuras ainda nao foram resolvidos. Entretanto, podemos re-
solver o problema de maneira reversa. Suponhamos que o choque tenha
ocorrido no periodo ¢, que conhecemos o estoque de capital de todos os
periodos até o momento do choque, pois a economia encontrava-se no
estado estaciondrio, com o estoque de capital determinado no primeiro

passo.

Desta forma ¢ possivel resolver o sistema de ¢ até #-G-1 utilizando os
valores ja conhecidos para o estoque de capital e obter o estoque de capi-

tal em ¢ como solugao, ou seja, resolve-se o sistema:

1

+r.
1+

LU'(cy) O= t G,..t
X

u')=8

321 =0
_ OF (K, ALy)
W = oL

_OF(K, A L)
! oK,

G
Ke=Y uia

=1

O mesmo método pode ser utilizado de #+1 em diante, até que o estoque
de capital em um periodo seja suficientemente préximo do estoque de
capital do periodo anterior. Quando isto ocorre, o algoritmo pdra e se
considera que a economia chegou a um novo estado estacionario.
Finalmente, pode-se utilizar o algoritmo do primeiro passo para calcular
o estado estaciondrio final e comparar com o encontrado no final da

transigao.

Note-se que com essa implementagao o que ocorre ¢ uma solugao, a cada

periodo, dos problemas dos individuos de cada geragao por meio da
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solu¢ao das condi¢oes de primeira ordem. Essa ¢ a principal diferenga em
relagao aos métodos que constroem uma representagao recursiva para o
problema, por meio de uma fungao valor, e resolvem o problema dos
consumidores por meio de métodos de programagao dindmica, como em
Imrohoroglu, Imrohoroglu e Jones (1999). Uma discussao mais profunda
sobre as diferentes formas de solu¢ao numérica para modelos de geragoes

superpostas encontra-se em Judd (1999)

Dado o carater do algoritmo proposto, ¢ possivel ndo sé encontrar estados
estaciondrios, mas também toda a transigao para este estado. Dessa forma,
seria possivel analisar os efeitos de uma politica nao apenas no estado
estacionario, mas durante toda a trajetéria da economia até chegar a esse

estado.

Considerando-se que politicas sao implementadas por governos e que
estes raramente continuarao governo até que a economia encontre 0 nOVo
estado estacionario, a trajetoria de transi¢ao passa a ser fundamental para
a discussao da viabilidade de uma determinada politica. E interessante
notar que, em geral, o tempo necessario para que a economia encontre o
novo estado estaciondrio ¢ maior do que o tempo de vida dos individuos
que estavam vivos na ¢poca de implementagio da reforma, o que
magnifica a importancia de se conhecer a trajetéria de transi¢ao entre

dois estados estaciondrios.

E valido observar que o algoritmo fornece o padrao de poupanga e, por
conseqiiéncia, o de consumo de todas as geragoes, nao sé daquelas que
viveram durante os estados estaciondrios. Desse modo, ¢ possivel
encontrar a utilidade dos individuos de cada geragao e a utilidade social

para um dado periodo durante a transigao.

3. EXEMPLO: TRANSICAO PARA O ESTADO ESTACIONARIO
EM UM SISTEMA DE CAPITALIZACAO

Um tipo de literatura que ¢ freqlientemente associada a modelos de

geragoes superpostas ¢ a questao da previdéncia. Como esta questao
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envolve diretamente o problema de transferir renda entre geragoes, esses

modelos sio muito apropriados para trati-la.

Ocorre que, para a analise ser de interesse, ¢ necessario que exista um
numero suficientemente grande de geragoes, permitindo-se analisar os
efeitos sobre as varidveis macroecondémicas dos diversos modelos de
previdéncia. Para modelos com duas geragoes a andlise fica um tanto
quanto debilitada porque a unica maneira de introduzir previdéncia ¢ fazer
com que os individuos trabalhem no primeiro periodo e se aposentem no
segundo, o que corresponde a dizer que os individuos passam metade da

vida aposentados.

Outro problema de se trabalhar com duas geragoes ¢ a impossibilidade
de estudar, de maneira apropriada, os custos que envolvem uma transi¢ao
de um sistema do tipo repartigao simples para um sistema do tipo
capitalizagao. Essa ¢ uma conseqiiéncia de os individuos se aposentarem
por um periodo, o que torna os custos de transi¢ao iguais a aposentadoria
da geragao mais velha, tornando o problema trivial e pouco elucidativo.
Por exemplo, nao ha como avaliar as pessoas que estao contribuindo mas

ainda nao se aposentaram.

O uso de modelos com muitas geragoes para analisar transi¢ao de sistemas
previdencidrios foi iniciado por Auerbach e Kotlikoff para os Estados
Unidos. Depois essa técnica foi sendo divulgada, e surgiram anilises
semelhantes para diversos paises. Barreto e Oliveira (1995) fizeram uma
andlise para o Brasil com um modelo de cinqiienta e cinco geragoes.
Porém, no caso brasileiro, a andlise se limita a caracterizar os estados

estacionarios, sem explicitar as trajetorias de transigao.

O exemplo apresentado consistird em se encontrar o estado estaciondrio
para um modelo nas linhas do apresentado na segunda se¢ao, aumentado
para levar em conta a heranga e a existéncia de um sistema previdencidrio.
A implementagao do algoritmo ¢ feita por meio de um cédigo elaborado
para o MATLAB.

Est. econ., Sdo Panlo, 32(1):5-34, jan-mar 2002



Roberto de Goes Ellery Jr, Rogério Boueri Mirandn 23

Os agentes vivem por cinqiienta ¢ cinco periodos. No trigésimo quinto
periodo eles se aposentam e passam a viver de transferéncias das geragoes
mais novas. A cada periodo coexistem cinqiienta e cinco geragoes, sendo
que as vinte mais novas sustentam as mais antigas; estd implicito que ao

envelhecerem os jovens de hoje serao sustentados pelos futuros jovens.

Claro esta que a certeza de uma renda futura diminui o incentivo a poupar,
pelo menos com as hipoéteses do modelo, uma vez que o individuo pode
garantir uma renda estavel, o que reduz, de forma considerdvel, um dos
incentivos a poupang¢a do modelo, que ¢ suavizar o padrao de consumo no
tempo. Por exemplo, um individuo que se aposenta com saldrio integral
tem um aumento de renda no periodo inativo, considerando que este nao

mais desconta para fins de previdéncia.

O problema das firmas ¢ idéntico ao da segunda segao e nao sera revisto.

O problema dos consumidores que sofre algumas alteragoes fica da forma:

2 ot 4
Max 3 B U@+ = ob

{Ct}tT=l t=1

tg.c =(1-dDw -(1+x)a; +—

(1+n)
¢’ =(1-dhw, +@+r)a’ -1 +X)as, 0= 2,..,20
¢’ =d2w, +(1+r)a’ -1 +x)ay, O= 21,..,29
cf =W +(1+1)a] ~b

onde 41 ¢ a aliquota sobre o saldrio para fins de previdéncia e 42 ¢ a
porcentagem do saldrio que o individuo recebe apds aposentado. Assume-
se que a fungao de produgao ¢ do tipo Cobb-Douglas, da forma:

F(K,L) =K (AL)"™

Enquanto a fun¢ao de utilidade ¢ suposta ser do tipo CES, da forma:
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1_

_v
v@= " q

1
y

Serao apresentados resultados para dois conjuntos de parametros:

Parémetro Modelo 1 Modelo 2
Participagdo do Capital (a) 0,50 0,50
Taxa de Desconto Intertemporal (B) 0,94 0,94
Elasticidade de Substitui¢éo (}) 0,70 0,70
Desconto para Heranca (J) 0,60 0,60
Crescimento da Produtividade (x) 0,008 0,008
Crescimento da Populag&o (n) 0,023 0,023
Desconto para Previdéncia (d1) 0,20 0,30
Depreciagao 0,035 0,035

A porcentagem do saldrio a ser recebida apds a aposentadoria ¢ calculada
a partir de 41, de modo a garantir o equilibrio do sistema previdenciario.
Para efeito de comparagao serao usados dois valores para d1: no modelo
basico (modelo 1) serd usado o valor de 0,20, enquanto que no modelo
alternativo (modelo 2) dI sera igual a 0,30. Os outros parametros foram
usados para aproximar a economia brasileira, seguindo Barreto e Oliveira
(1995). O pardmetro para herangas ¢ o mais complicado, uma vez que

este nao ¢ de uso comum.

Para encontrar o valor de J foi levado em consideragao que, sendo a taxa
de desconto 0,94, o individuo estaria descontando seu consumo no
trigésimo periodo a uma taxa 0,94%°, que ¢ aproximadamente 0,16.
Considerou-se entao que os pais valorizam mais o consumo dos filhos
que o seu para chegar ao valor apresentado, que corresponde a uma taxa

de desconto de aproximadamente 0,98 para os filhos.’

O exercicio consistird em utilizar o estado estaciondrio com previdéncia

como condi¢ao inicial para um modelo igual ao apresentado, porém sem

9  Marco Martins argumenta que o valor de d pode ser superior a um. Porém, como nio existe uma
estimativa deste pardmetro, resolvemos aproxima-lo da maneira proposta acima. Ver MIRANDA

(1997) ¢ ARAUJO & MARTINS (1999).
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previdéncia.'® Nesse caso, ¢ s6 construir o modelo como na se¢io 1,

tazendo o salario igual a zero a partir do vigésimo periodo.

A principio pode-se esperar um aumento do estoque de capital e uma
mudanga no padrao de poupanga. Uma vez que os individuos nao mais
possuem uma renda garantida no periodo inativo, a inica maneira de
suavizar o consumo ¢ poupando enquanto ativo. Esse aumento da
poupanga fatalmente levara a um aumento do estoque de capital no estado

estacionario.

As taxas de juros e o saldrio tém seu comportamento tirado diretamente
do estoque de capital. Dessa forma, os saldrios devem crescer, enquanto
as taxas de juros devem cair em razao da existéncia de rendimentos

decrescentes.

Esse aumento do estoque de capital e do saldrio poderia sugerir formas
de financiar uma eventual transi¢ao para um sistema de capitalizagao. De
fato, o governo poderia financiar esse processo taxando os ganhos
causados pela mudanga do sistema. Este ¢ um tépico que os autores

pretendem desenvolver em futuras pesquisas.

A maior incognita passa a ser o que acontece com a heranga. Com o fim
da previdéncia, os filhos deixam de subsidiar a velhice dos pais, ou seja,
existe uma transferéncia de renda em favor das novas geragoes. Esse efeito
aponta para uma redug¢ao no valor das herangas. Em contrapartida, com
o aumento do estoque de capital, os pais passam a ter mais recursos,
possibilitando uma maior heranga. Nao se pode ter certeza sobre qual

efeito ird prevalecer (a Figura 6 ilustrard esse efeito).

A Figura 3 mostra a trajetéria do estoque de capital:

10 Note-se que esse exercicio ndo corresponde a simular a transigao entre dois tipos de sistemas
previdencidrios, sendo essa simulagao tema para uma pesquisa a parte.
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FIGURA 3
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Note-se que a economia comega em estado estaciondrio com um estoque
de capital bastante baixo. Logo apds a eliminagao da previdéncia, existe
um acentuado salto no estoque de capital que, depois, segue sua trajetoria
para o novo estado estaciondrio. Este comportamento ¢ observado nos

dois modelos.

Em termos de estoque de capital, pode-se observar que a diferenga
significativa entre os dois modelos diz respeito apenas a magnitude desta
variavel. Como esperado, o modelo com maior desconto para a
previdéncia leva a um menor estoque de capital. Vale ressaltar que a forma
da trajetdria nos dois modelos ¢ basicamente a mesma: no primeiro
momento ocorre uma superacumulagao de capital, que tende a se ajustar
com o passar dos anos. No caso do modelo 2, a superacumula¢ao ¢ maior
devido ao fato de o sistema previdencidrio estar impondo maiores

distorgoes.
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Por fim, vale observar que ambas as economias convergem para 0 mesmo
estado estaciondrio, um resultado esperado tendo em vista que a Unica
diferenga entre os modelos ¢ a aliquota de previdéncia. Esse resultado
indica que o algoritmo nao depende de valores iniciais para encontrar o

estado estaciondrio.

Para determinar o estoque de capital no estado estaciondrio, primeiro ¢
teita sua defini¢do como uma situagio em que todas as varidveis sao
constantes em unidades de eficiéncia. O segundo passo ¢ impor a definigao
de estado estaciondrio nas condi¢oes de primeira ordem. Finalmente, re-
solve-se o problema para as condi¢oes de primeira ordem jia modificadas,

obtendo-se, assim, o padrao de poupanga no estado estacionario.

As iteragbes sao feitas até que a diferenga entre o estoque de capital em

dois periodos subseqiientes seja menor que 0,00001.

Essa mudanga no nivel de capital deve-se a mudanga no padrao de
acumulagao dos individuos causada pelo fim do sistema previdencidrio. A

Figura 4 ilustra esta mudanga.

FIGURA 4
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A linha pontilhada mostra o estoque de ativos'' no estado estaciondrio
sem previdéncia. Note-se que o individuo acumula crescentemente para
poder financiar seu periodo inativo. Na outra linha, em que hd previdéncia,
isso nao acontece, uma vez que o financiamento do periodo inativo estd
garantido. E essa mudanga no padrao de acumulagao que justifica o

aumento do capital no estado estaciondrio sem previdéncia.

Novamente, a diferenga entre os modelos 1 e 2 estd na magnitude dos
valores do estado estaciondrio inicial. No resultado final, o padrio de

acumulagao ¢ o mesmo, visto que as economias sa0 as mMesmas.

Um ponto interessante seria observar o que acontece com o padrao de
poupanga dos individuos durante suas vidas. Para isso ¢ necessdrio ter
claro a idéia do que consiste poupanga no modelo. A obtengao da poupanga
¢ feita a partir da restrigdo or¢amentdria dos agentes. Para isso, utiliza-se

a defini¢ao de poupanga, ou seja, renda menos consumo.
G =W +1+1)a ~1+X)a., U

Ow rag & @ Xag &

Os @ Xaz a

A Figura 5 ilustra o que ocorre com a poupanga. O simbolo de ‘+’
corresponde ao modelo sem previdéncia, enquanto X’ corresponde ao
modelo com previdéncia. Observe-se que no principio as curvas tém um
comportamento semelhante. No primeiro periodo os individuos recebem
e heranga e utilizam seus recursos gerando uma poupanga negativa.
Posteriormente, comegam a construir seus patrimonios. Esta tendéncia ¢

mais acentuada no modelo sem previdéncia.

11 No primeiro periodo considera-se o estoque de ativos mais a heranga.
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FIGURA 5
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No caso sem previdéncia, a partir de um certo ponto os individuos poupam
cada vez mais com a finalidade de construir um patrimonio para o periodo
inativo. Quando existe previdéncia, os individuos nio tém essa
preocupagao e poupam cada vez menos, chegando a desacumular quando
perto da aposentadoria. Apds pararem de trabalhar, os individuos que
recebem aposentadoria passam a construir um patrimonio para deixar de
heranga, enquanto os que nao tém aposentadoria passam a utilizar seu
patrimonio para poder viver. Mais uma vez o comportamento nos

modelos 1 e 2 sao bastante semelhantes.

Um ultimo ponto de interesse do modelo ¢ o que ocorre com a heranga.
A Figura 6, a seguir, ilustra o processo. Apdés o fim da previdéncia, os
agentes se ajustam diminuindo a heranga. Isso ¢ explicado em razao de as
geragoes mais velhas usarem a heranga que iriam deixar para os filhos
para repor parte das perdas geradas pelo fim da aposentadoria. Depois, a
medida que a economia progride para o novo estado estaciondrio, as

herangas voltam a aumentar, porém sem voltar aos niveis anteriores. A
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conclusao ¢ de que a heranga serve para contrabalangar o fim da
aposentadoria como mecanismo de transferéncia de renda entre as
geragoes. Isto vem justificar o fato de na economia com maiores

contribui¢oes para aposentadoria existir um maior volume de herangas.

FIGURA 6
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Finalmente, cabem alguns comentarios a respeito das possibilidades de
teste para o método de simulagao. Um teste natural ¢ observar o que
acontece quando a aliquota de previdéncia ¢, inicialmente, igual a zero.
Espera-se que as varidveis nao sofram nenhuma alteragido, uma vez que

aliquota zero de previdéncia ¢ equivalente a nao ter previdéncia.

Dessa forma, testou-se o modelo com 41 igual a zero, e a rotina foi
modificada para que existissem cem iteragoes, independente de se
encontrar o estado estaciondrio. Como se esperava, o estoque de capital e

a heranga permancceram constantes em todas as iteragées.
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Um outro teste ¢ comparar os resultados do modelo com o que ¢ esperado
pela teoria. Em particular, deve-se observar que se o modelo estiver
correto, vale a igualdade entre produto e renda agregados, y = w + rk. A

Figura 7 mostra esta diferenqa.

FIGURA 7
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Na figura acima fica claro que a diferenga ¢ toda devida ao processo de
arredondamento feito pelo computador. Vale destacar que o maior valor
absoluto para a diferenca ¢ de 2.6645e-15, ou seja, insignificante,
enquanto a norma deste vetor ¢ 1.9840¢e-15. Também ¢ interessante notar
que a média dos erros ¢ igual a —9.2534e¢-16, sendo todos estes nimeros

préximos de zero.!?

Esta se¢dao apresentou uma resolugao para um modelo de geragoes

superpostas. O modelo foi resolvido de acordo com o algoritmo

12 Para a versao 5.1 do MATLAB instalada em um Pentium 166, foi encontrado um valor de zero
correspondente a 2.2204e-16.
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apresentado na se¢ao anterior. Observa-se que os resultados nio destoam
do que seria esperado pela teoria econémica e que o algoritmo resiste a

varios testes visando avaliar sua aplicabilidade.

CONCLUSOES

O artigo buscou apresentar um método para a resolu¢ao de modelos de
geragoes superpostas onde existam muitas geragoes. Também foi

apresentado um exemplo de aplicagbes do método.

O método apresentado possui a vantagem de explicitar toda a trajetdria
de transi¢ao de um estado estaciondrio para outro, possibilitando a anilise
de mudangas nos padroes de consumo e no bem-estar da sociedade du-

rante a transigao.

Futuros desenvolvimentos do método apontariam no sentido de procurar
formas mais gerais de resolver o sistema de equagoes nao-lineares, que
caracteriza as condi¢oes de primeira ordem. Note-se que a solugio
encontrada para aperfeigoar os chutes durante o cdlculo da transi¢ao nao
se aplica quando o objetivo ¢ encontrar o estado estaciondrio inicial. Uma
maneira de produzir melhores chutes seria tentar resolver o sistema por
de meio de métodos que demorem mais para convergir, porém nao
dependam tanto das condigOes iniciais. A idéia ¢ encontrar uma solugao
com um largo limite de tolerancia, ou seja, uma aproximagao ruim, e
utilizar esta solu¢ao como valor inicial para o algoritmo de Broyden.
Métodos deste tipo sao facilmente encontrados em livro de cilculo

numérico.

Também pode-se buscar maior refinamento nos valores encontrados como
solugao do sistema. Métodos de solug¢ao que aplicam pequenos choques
aleatérios nas raizes encontradas sao tteis para testar estabilidade e para

tugir de pontos extremos.

Uma outra sugestao para futuras pesquisas seria incluir lazer na fungao

de utilidade. Como isso incluiria um grande nimero de novas equagoes
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nas condi¢oes de primeira ordem, o método de solu¢ao do sistema nao-

linear provavelmente teria que ser revisto.

Finalmente, deve-se apontar para outras possiveis aplicagbes dos modelos
aqui tratados. Em particular, pode-se buscar uma maneira de financiar a
transi¢ao de um sistema de reparticao para um de capitalizagio com
receitas tributdrias geradas sobre o aumento do estoque de capital. Outra
interessante aplicagdo ¢ comparar o financiamento da divida publica via

titulos e via tributagao, com vistas a analisar a equivaléncia ricardiana.
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