
VI 

Resultados Basicos 

na Teoria da Dualidade: 

Vantagens e alguns usos 

em Microeconomia(*) 

Juan Carlos !Lerda(**) 

RESUMO 

Bstia itoiabaliio, die caMtter essencialmente dlicMtico, sinteitdza algrnis me- 
suUtadios balsictos idia fbeoria da (dtualidade ttais iccano o Leana de Shephard, Lema 
de Hotelling e Idemtidade de Roy, ilustrando sieus usos e vantagens com- 
parativias — em nelagao ao que poidieir-se-ia chamar de enfoque ortodoxo — 
no contexto das teorias (do loonsumidor e da firnia. Enfatiza que ambos 
enfoques sao as idua® oaras idle uum mesimia imioeda e que nao podem. sea: vis- 
tos de fommia in'deipendeaite. No entanlto, destbaca-s© que para uana serie de 
probiemas convencionais, o enfoque dla toria idla dujalidlade pode sea* inter- 
pretado icomo sendo mais eficiente em vis-ta da grand© economia de tempo 
e ide esforqos oferediidos pelo uso dos mencionados resultados basioos. 

1. INTRODUgAO 

Nao e facil especificar como e que se processa a escolha dos 

temas habitualmente incluidos na vensao semi-oficial da teoria 

economical O certo e que quando um topico encontra sen ca- 

minho pela porta grande de algum livro de texto prestigiado, 

(*) Trabalho selecionadb pelo Comiite Onganizador do IV Encx>ntiro Anual 
de ANPEC realizado no Hotel Nacional Rio d© Jlaneiro, dezemibro de 
1977. Agradego ao Processor Luis Paulo Rosenberg por valiosas su- 
gestoes e partdicularmerute por ter evitado, pelo tmenos, um grosiseiro 
erro de interpreta^ao de minha parfte, ccono tambem, aos comenta- 
ristas da Segao sobre Teoria Bconomiioa, professores Dionisio Camei- 
ro e Ebraiim Eris. Reconlieoimenito especial psara as detalhadas re- 
oomendagoes de idois (anonimois) membros do Conselho Editorial da 
Revista Esttuldos Bcondmicos, como tambem, para seu Bdltor-Res- 
ponsavel, iprofeissor Andre Franco Montoro Piliio. 

(^*) O autor © professoa* do Depaitamenito de Economia da Universidade 
de Brasilia. 

(1) Totmia-se como proxy para tal concetto os livros de textos mais pres- 
tigiados em cada area. Enqutanito que ais revisitas profissionals miais 
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existe um efeito imitaQao" consideravelmente forte que Ihe 

garante um lugar permanente mas paginas dos livros que Ihe 

seguem. 

De fato, a uniformidade dos temas tratados nos livros de tex- 
to de ^ teoria economica ortodoxa tem a forqa aplastante de um 

paradigma consideravedmiente potrificado. O complemento' sime- 
trico de temas excluidois, pela sua vez, pode-se decompor em duas 

partes. Uma, evidentemente antagonica ao paradigma, que puxa 

pela sua radical renovagao ou revogaqao, e que dificilmente con- 

segue ser assimilada dentro da "Ciencia 'Normar' exceto de ma- 

neira marginal, as vezes a titulo de curiosidade e nao poucas ve- 
zes deturpada pelas vigorosas simplificaqoes a que e submetida 

no curto espa^o que Ihe e concedido^. Outra, claramente inse- 

nda dentro do ambito do paradigma dominante, puxa pela sua 

admissao nos livros de texto a medida que um exaustivo trata- 
mento nas revistas profissionais vai mostrando sua utilidade es- 

trategica dentro das atividades diarias da Ciencia Normal. 

, ^ t©ma deste trabalho /situa-se, inequivocamente, dentro des- 
te ultimo grupo: pode-se afirmar que o conceito tecnico da Dua- 

hdade ainda nao tem sido devidamente acolhido no seio dos li- 
vros de texto de teoria economical. 

Antecipando que se trata de uma contribuigao basioamente 
pedagogica cujo objetivio maior e colocar em destaque a utilidade 
e a^eficiencia de algumas Dualidades" ou "rela^oes simetricas" 

ou relagoes reciprocas" que usualmente passam desapercebidas 

(...) 
rnipcirtarutes geiralimente Gonffcefm trabalhos sitiuaidois ma fronteira os 
livros de texto reflettem, com lalgum atraso, as parties ja cristalizaidos 
do ipargjdigma de mfteremcia. 

(2) i!ra verdaide, seguindb a Thomas S. Kuhn (The Stroctune of Sciemti- 
iijc Revoluitioms): «A Ciencia Normal com frequemcia suprime novi- 
dadtes fundamemtais porque sao nocessariiamente saibversdvas a seus 
sujpostos basicos. Em compenlsagao... a mesma matureza da pes- 
qoiisa normal assiegiura que a novdidade nao sera suprimida por mml- 
Ito 'tempo». 

t3) Excepao parcial, e itnevitavel, e o tratamento de Dualidade no con- 
texto de algum caprtulo ou sepao sobre Programagao Linear. Um 
exemplo conhecido e o livro rde texto de J.H. Henderson-R. E. Quiamdt; 
Microeconomics Theory: A Mathematical Approach, 2da. Ed. Cap. 9, 
2., pagts. 345-9. Um outro livro ide texto «clasKioo» 6 o de W: j. Bau- 
mol: Economics Theory and Operations Analysis, 3ra. Ed. o que de- 
dioa um capitulo inteiro (Cap. 6) ao team ide Dualidade, Itambem no 
oontexto de problemas de progriamiagao matematica de tipo linear. 
A quarta Edicao, no sou Cap. 14, representa uma umioa excecao a 
esta regfa. 
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nos livros de texto, este trabalho nao entra nas profundezas da 

Teoria da Dualidade se bem que indica algumas referencias bi- 

bliograficas importantes para quem deseja completar sua forma- 

Qao nestes temas. O nivel, por tanto, e acassivel para estudantes 

de graduaqao no final de sua carreira e nos cursos de mestrado, 

sem qualquer preocupa^ao com as demonstra^oes matematicas 

que caracacterizam a Teoria da Dualidade. 

2. VANTAGENS DO ENFOQUE DA DUALIDADE E 

OBJETIVO DO TRABALHO 

O tema central desta nota vincula-se a tres resultados basi- 
cos da Teoria da Dualidade: (1) a Lema de Sbephard, (2) a Iden- 

tidade de Roy, e (3) o Lema de Hotelling(4b 

A perspectiva que guia o trabalho e fundamentalmente ex- 

positivia e ilustrativa, motivo pelo qual tem-se apelado para o 

uso de diagramas e exemplos numericos simples, os quais se en- 

contram desenvolvidos no apendice. 

O tema Dualidade ja e moeda quase corrente na literatura 

das revistas profissionais e cm livros bastantes especifificos, am- 

bos de urn nivel genalmente avanqado que o faz de dificil acesso 

para o leitor nao especializado. Praticamente inexistem esfor^os 

para leva-lo ao piano dissecado do livro de texto e de torna-lo ra- 

•pidamente acessivel nas salas de aula de nivel intermediario. E)s- 
ta nota deve ser vista como um intento preliminar por preencher 

esta lacuna, o que a libera do tratamento matematico avanqado 
com que o tema e geralmente abordado, como tambem, de qual- 

quer pretensao de originalidade nos aspectos teorico-substan- 

tivos. 

A Teoria da Dualidade (de maneira semelhante a Teoiria das 

Preferencias Reveladas no campo do consumidor) representa 
uma visao complementar e parcialmente alternativa ao enfoque 

ortodoxo (ou convencional) para o estudo. da firma tanto quanto 
do consumidor(5) Trata-^se de um aprimoramento teorico que 

tern tres vantagens principais: 

(4> Para aicnua afpreseUbacao idiestes resulbaickxs e referencias a suas d.e- 
mostragoes ver Dieweirt, W. E.: ^Applications of Dualatty Thjeo(ry» 
em Initnligaitor, M. D. — Kendriclq D. A., (Bds.): Frontiers of Quan- 
titative Economics, Vol. n, North-Holland, 1974. 

(5) Ver por exeonplo, J. M. Henderson-R.E. Quandt.: Microeconomic 
Theory, Op. Ciit. para uma exposicjao sistematica do quie chamamos 
enfoque ortodioxo ou convencional. 
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Trabalha com conceitos aparentemente mais faceis 
de entender que os utilizados como ponto de partida pela analise 

convencional. De fato, esta usa as tao debatidas no^oes de Fun- 
Qao de Utilidade Direta (FUD) e de Funqao de Produgao (FP). 

No enfoque de dualidade os conceitos de partida sao Funqoes de 

Gustos (FC) e de Lucro (FL) (na teoria da firma), e Funqoes de 
Gasto (na teoria do consumidor). Todas estas sao, em principio, 

mais faceis de interpretar porque sao avaliadas em "termos mo- 

netanos", em contraposiqao as anteriores (FUD e FP) que ®ao 

expressas em termos reais" De fato parece intuitivamente mais 

compreensivel falar de gastos (e lucres ou custos) que falar de 
um indice de utilidade (ou de produgao). Claro esta que o en- 

foque de dualidade ainda se vale de noQoes relativamente abstra- 
tas como a de Fun^ao de Utilidade Indireta (FUI) (na Teoria do 

consumidor) e Fun^ao de Produgao Indireta (FPI) (na teoria da 

firma), e aqui ambos enfoques ficariam num pe de gualdade. 
Mas em compensagao pode-se dizer que a FDU e muito mais im- 

portante para o enfoque ortodoxo que a FUI para o enfoque da 

dualidade (o mesmo pode-se dizer da FP e da FPI, respectiva- 

mente). Resumindo pode-se classificar as fungoes usadas em 

cada caso como ponto de partida da seguinte forma: 

Enfoque Convencional Enfoque da Dualidade 

Teoria do 

Consumi- 
dor 

1 — Funqao de Uti- 

lidade (FUD) 

1 — FunQao de Custos (FC) 

2 — Fungao de Utilidade 

Indireta (FUI) 

Teoria da 

Firma 

1 — Funqao de Pro- 

dugao (FP) 

1 — Funqao de Custos (FC) 

2 — Fungafoi de Produqao In- 

direta (FPI) 

3 — Funqao de Lucros (FL) 

2.2. Como natural decorrencia do comentario anterior 
as FG, FC, FL adequam-se melhor para estudos empiricos (na 

medida em que as informa^oes necessarias para aplicar tecnicas 

de estimagao encontram-se disponiveis com maior facilidade e 

as variaveis envolvidas sao potencialmente passiveis de menores 

erros de medi^ao) que, o que cabe esperar para, por exemplo, 

uma FUD. No campo da teoria da firma ha exemplos de traba- 

Ihos nos quais se postulam funqoes (de custo e de lucros) tais 
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que satisfa^am a condiqao de que suas primeiras derivadas par- 
ciais sejam lineares nos parametros a aerem estimados. Assim, 

tecnicas de regressao linear podem ser facilmente implementa- 

das para estimar, por exemplo, funqoes de demanda por fatores(6) 

2.3. — Uma terceira vantagem do enfoque da dualidade 

tem-se passado um tanto desapercebida devido a formidavel (ou 
exoterica) roupagem matematica que geralmente acompanhia o 

tratamento do temia(7). Trata-se da extraordinaria economia de 
tempo, e portanto de esforgos, proporcionada pelo uiso de alguns 

resultados basicos da teoria da dualidade, quando compariadoi com 
o numero de passes requerido pelo enfoque convencional na de- 

monstraqao das mesmas proposigoes. O proposito especifico des- 
ta Nota e destacar e ilustrar esta terceira vantagem com alguns 

exemplos tirades das teorias do consumidor e da firma. 

O resto do trabalho tern a seguinte estrutura. A seqao 3 

contem alguns conceitos basicos e a notaqao usada para repre- 
senta-los. A seqao 4 e usada para apresientar os tres resultados 

basicos da Teoria d'a Dualidade que saJo logo usados na se<;ao 5 

para ilustrar a maior eficiencia deste enfoque sobre aquele que 

cdmbinamos denominar convencional ou ortodoxo. Alguns exem- 

plos numericos sao finalmente introduzidos para ilustrar as 

ideias anteriores, o que e feito sob a forma de um apendice. 

3. — ALGUNS CONCEITOS E NOTAQAO 

O conceito de Dualidade a que se faz referencia neste traba- 

lho diz respeito a relaqao ou correspondencia biunivoca existen- 

te entre fun^des que surgem no contexto de problemas de otimi- 

za^ao, de forma tal que conhecendo uma e possivel, sob certas 

condigoes, derivar a outra e vice-versa. 

(6) Exeonplos dieste tipo de ajplicaooes sao: Diewent, W. E.: «An Applica- 
tion of the Shephartd Duality Theoirean: A Generalized Deooutief Pro- 
duction Pundtion», JPE, 79, pags. 481-507, 1971. Nerlove, M.: Estima- 
tion and Identification of Cobb-Douglas Production Function cap. 
VI, North-Holland, 1965. 

(7) Ver por exemplo a obra cMssioa (mas quase inacesslvel para os nao 
especialistas) de R. W. Shephard: Theory of Cost and Production 
Functions, Princeton University Press. 1970. 
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A Teoria da Dualidade tem seu fundamento analitico nos 

trabalhos matematicos desenvolvidos por Minkwoski, em 1911(8) 

Refere-se as propriedades associadas com o planteioi e a solu(;ao 
de certos problemas aos quais se da o nome generico de Otimiza- 

qao. Mais especificamente, diz respeito a problemas de progra- 

maqao matemiatica cuja soluqao consiste na determinaqao do va- 

lor de certas variaveis (chamadas "instrumentos"), sujeitas a 

restrigoes predeterminadas (as que definem o ^conjuntoi possivel" 

de valores que os inistrumentos podem assumir) tal que maximi- 

zem ou minimizem uma certa funqao (chamada "funqao-ob- 

jetivo"). 

Usando umia nota^ao similar a de Intrigator(9) e seguindo 

sua apresentagao, seja: 

x Um vetor (coluna) de ''instrumentos" de ordem n x 1 

F(x) Uma Ufun(;ao-Objetivo,' que se deseja Otimizar 

X Um "conjunto possivel" definida como subconjunto do 

espaqo euclidiano de n dimensoes. 

(1) Definense o problema geral de programagao matematica 

como: 

Max. F(x) 

s. a r. x.eX 

A restriQao geral de que x e X assume formas concretas em 

determinadas circunstancias. Supondo que se definem m fun- 

does gi(x), q.q.s.(*) i = 1... m, continuamiente diferenciaveis nas 

variaveis instrumentois (chamadas ^funqoes de restriqao") e igual 

numero de numeros reais (bi) (chamados de "constantes de res- 

(*) q.q.s. — qualquer que seja. 

(8) A refetrencia ao trabalho ide Minkwoski, H. e: Theorie der Konvexen 
Korper, Berlin, 1911. Os /trajballios ido matemjaJtico aiemao Minkwoski, 
sao considerados predeeessenes (junto com os die Probenius e Markov) 
idos esltudos ide Leontief sobre sistemias ide Insumo- Produto, tail como 
indioam Dorfmian-Samuelison — Solow em Linear Programming and 
Economic Analysis, cap. 10, MaoGraw-Hil., 1958. 

(9) Intriligator, M. D.: Mathematical Optimization and Economic Theo- 
ry, Cap. 2, Prentice-Hall, 197il. Nolte-se que maximizar (Fx) e o mes- 
mo que miaximiizar A _j_ B F(x) para B 0, ou minizar A B P(x), 

paira B 0. 
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tri<;ao") e representaveis em forma de vetor coma g(x) e b, res- 

pectivamente, entao, o problema geral de programagao matemati- 

ca, (1), pode assnmir as seguintes formas especificas: 

(2) Problema de programagao classical 10> 

Max. 

s. a r. 

F(x) 

g(x) = b 
(2) 

(3) Problema de programacao nao-linear: 

Max. F(x) 

s. a r. g(x) < b 

X 0 

(3) 

Se a "Fun^ao Objetivo" e de tipo linear: 

F(x) = S Ci xi 

e se as restri^oes sao desigualdades, tambem lineares, da forma: 

Ax < b 

onde A e uma matriz de ordem m x n, entao temos o conhecido 

(4) Problema de programagao linear: 

Max. F(x) rz: C* X 

s. a r Ax < b 

X > 0 

Ate aqui, os diferentes tipos de problemas de programacao 

mencionados enfatizam uma cara da moeda (da Teoria de Oti- 

mizaqao Elstatiioa). A outra cara e dada pelo problema de mini- 

mizaqao de uma funqao objetivo mediante a escolha de valores 
adequados para as variaveis instrumentos sujeitas a certas res- 

et 0) Esta e a forma gieral Idas problemas usualmJenlte tratadios em imic(roe- 
oonomia, isito e^com resitirigoes idiferenoiaveiis e sob a forma de iguial- 
idades. Ver, por exemplo, o problema do oonsumidor e ida firma, em 
Hienidlersan-Qulanidit. Op. Cit. 
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triqoes preestabelecidas. Ambas caras faz.em parte de um todo 

que sio pode ser entendido pela existencia de, pela inter-relaqao 

entre, isuas partes. 

O conceito de Dualidade a que estamos nos referindo e seme- 

Ihante, heuristicamente falando, com aquela ideia de "a outra ca- 

ra da moeda" acima mencionada. Coloquemos uma moeda sobre 

urrua mesa e vamos ver seu valor nominal (esfige) (primal), fi- 

cando oculto o lado da esfige (valor nominal) (dual). Mas o fa- 

to de que so o primal seja posto em evidencia nao nega a exis- 
tencia nem a correspondencia daquele com seu dual e vice-vensa. 

Assim, como as oaras de uma moeda, primal e dual, isto e, o pro- 

blema de maximizagao (minimizac^ao) e o problema de minimi- 
zagao (maximiza^ao), saio as duas fases de um mesmo problema 

geral: o de Otimiza<;ao. Falar, modelar e resolver um deles de 

maneira explicita implica ter falado, modelado e resolvido o ou- 
tro em forma implicita. 

Entao, o conceito de Dualidade com que vamos tratar: (i) 

refere-se a propriedade matematica associada com problemajs de 

otimizaqao consistente em uma relacao reciproca ou correspon- 

dente biunivoca entre a formulaqao dos problemas de maximiza- 

c^ao e minimiza<;ao de fundoes sujeitas a restriqoes no campo de 

variabilidade de seus argumentos. Tal correspondencia, foi su- 

gerido, representa als duas caras de uma mesma moeda(11), (ii) 

implica uma relacao simetrica nao so no referente a formulaqao 

dos problemas acima mencionados (primal e dual), mas tambem, 

em relacao aos resultados deles derivados. Neste sentido a rela- 

qao reciproca ou simetria existente entre resultados duais permi- 

te paissar de um deles para o outro e vice-versa. Esta caracteristi- 

oa e de extraordinaria utilidade analitica tanto quanto empirica, 

e constitui um aspecto a ser destacado neste trabalho. 

A fim de facilitar a exposiqao e conveniente apresentar al- 

guns dos conceitos a serem utilizados e sua correspondente 

notagao. 

(11) Para uma ilumiinante apresentagaotdi a simetria existente na forniu- 
Itagao do (primal e dual no iconjtexto dte Programaeao Linear, ver In- 
triligiator M. D., Op. Cilt. cap. 6, pag. 78. Tambem K. Lancaster; 
Mathematical Economics, Cap. 3, Secao 3^. pag. 28. 
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(A) Teoria do Consumidor: 

U - U(X) = U(X1 .Xn) 

in dice ordinal chamado Fungao de Utilidade Direta (FUD) que 

satisfaz os requisitos convencionais de (i) nao saciagao, (ii) estri- 

ta quase canvexidade (iii) existencia de derivadas parciais de pri- 

meira e segunda ordem, e que depende das quantidades de bens 
Xi .Xn consumidos(12). 

P = (Pi pn) 

vetor de preqos de mercado associado com o vetor 
X = (Xi Xn) 

Y = 2 piX, 

fO nivel de renda nominal (do individuo ou familia) que 

limita o valor nominal dos bens (Xj Xn^ que podem 
ser adquiridos, usualmente referida como restri^ao or- 

Qamentaria. Supoe-se que nao ha poupanqa nem indivi- 

damento, se bem que o relaxamento destes supostos nao 

implicaria demasiadas complica^oes. 

Y ■— Y* (p, U) 

(12) iPara fiacilitar a exposlgao nos limiltaremos a tjooria convenciotnal do 
oarLsuirmjdor (tal como exposta em Hendjerson-Quandt, par exemplo) 
seim nenhuma referenda aos trabalhos de K. Lancaster e G. Becker 
sobne a «Nava Teoria do Consoimidora. Ver, por exemplo, R.T. Mi- 
chael^ G.S. Becker: «On the New Theory of Consumer Behavior;*, 
Swedish Journal of Economics, p^gs. 378-396, December, 1973. A ulti- 
ma umpartante colaJbcmgao sabre o tema e devidla a G. J. Stigler — 
GjS. Becker: «De Guisftibus Nan Bst DiBp(ultanelum», AER, pdgs 76-90 
Vol. 67, N.0 2, March 1977. ' 



Funqao de Gastos (FG), indioa o nivel minimo de des- 

pesas (ou renda nominal) requeridas para atingir pre- 

determinados niveis do indice de utilidade, dado o vetor 

p de preqos de mercado. Ela e positiva, linearmente ho^ 

mogenea em preqos e nao decrescente para cada nivel 
do indice de utilidade. Ela e tambem estritamente cres- 

cente no argumento indice de utilidade para cada nivel 

de p. 

U = U* (p, Y) 

Fun^ao de Utilidade Indireta (FUI), mostra o nivel 

maximo do indice de utilidade compativel com um pre- 

determinado nivel de despesas (ou renda nominal), da- 
do o vetor p de pregos de mercado. Ela e uma fungao 

positiva, homogenea de griau zero emi todos seus argu- 

mentos, estritamente crescente no nivel de renda e nao 

crescente em prcqos. 

Xi = Xi (p, Y) 

Funqoes de Demanda Ordinaria (FDG) ou Marshallia- 

nas. Elas sao usualmente derivadas a partir das condi- 

goes de equilibrio correspondente a um consumidor que 

maximiza utilidade sujeito a uma restrigao or9amenta- 

ria. Como e sabido as FDO excluem a possibilidade de 

iltusiaio monetaria, isto e, sao homogeneas de grau zero 

em p e Y 

X1 = X1 (p, U) 

Fungoes de Demanda Compensada (FDC) ou Hicksia- 

nas. Elas sao usualmente derivadas a partir das condi- 

^oes de equilibrio correspondente a um consumidor que 

minimiza despesas para cada nivel de utilidade prede- 

terminado. As FDC sao homogeneas de grau zero em p. 
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(B) Teoria da Firma 

Q = F(K,L) 

Fungao de Produ^ao (FP), indica o maximo mvel de 

produ^ao capaz de ser gerado pela tecnologia disponivel 

para cada combinaQao dos fatores capital e trabalho. Su- 

poe-se que a FP satisfaz os requisites convencionais 
de ^bom co'mjportamento'^13^ 

9 — C = wL + rK 

Equaqao de Custois (EC) indica o nivel de despesas da 

firma correspondente ao pagamentd dos serviqos de sens 

fatores. 

C = C(w,r,0) 

Fungao de Custo (FP) representa o minimo de despesas 

requeridas para gerar um predeterminado nivel de pro- 
dugao, dada a tecnoliolgia disponivel e o vetor de pre905 

de fatores. 

11 — Q = F* (w,r,C) 

Funqao de Produ^ao Indireta (FPI), indica o maximo 

nivel de produqao compativel com um predeterminado 

or^amento destinado ao pagamento dos services dos fa- 

tores, dada a tecnologia dispolnivel e o vetor de pregos 

dos insumos. 

12 — K = k(w,r,C) 

L = 1 (w,r,C) 

(13) Vler, par examiplo, Burmeinisteir, E. Dobell, A. R.: Mathematical Theo- 
ries of Economic Growth, Cap. 1, pags. 9-10. 
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Soluqao do Caminho de Expansao 6timo (CEO) corres- 

pondente a condiqao de equilibrioi de uma firma que ma- 

ximiza produqao, sujeita a uma dada restriqao orqa- 

mentaria. Ainda que nao sejam fungoes de demanda por 

fatores no sentido estrito da palavra (devido a que nao 

levam em consideraQao a condiqao de maximizaqao de 

lucros) elas guardam analogia formal (se bem que nao 

conceitual) com as EDO definidas na teoria do comsu- 

midor (em todo caso as EDO podem ser interpretadas 

como o CEO correspondente a condiqao de equilibrio de 
um individuo que maximiza utilidade sujeito a uma res- 

triqao orqamentaria). 

13 — 
L = L(w,r,Q) 

K = K(w,r,Q) 

Soluqao do caminho de expansao otimo) (ceo) corres- 

pondente a condi^ao de equilibrio de uma firma que mi- 

nimiza cusltos sujeita a uma dada restriqao de nivel de 
produqao. Ainda que nao sejam funqoes de demanda por 

fatores (devido a que nao levam em considera^ao a con- 

di^ao de maximizaqao de lucros) elas guardam analo- 

gia formal (se bem que nao conceitual) com as FDC de- 

finidas na teoria do consumidor (em todo caso as FDC 

poldem ser interpretadas como o ceo correspondente a 

condi<;ao de equilibrio de um individuo que minimiza 

despesas para cada nivel de utilidade). 

14 — :i — P(Q) F(K,L) - wL rK 

Equagao de Lucros (EL), indica o nivel de receita li- 

quida total que a firma pode esperar para cada combina- 

^ao de fatores, dada a tecnologia disponivel, a funqao de 

demanda pelo seu produto e o vetor de pregos de seus 
insumos. 

15 — 

L 
D 

= L (w,r,P) 

K 
D 

= K (w,r,P) 

Q 
D 

- Q (w,r,P) 
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Fur^oes de Oferta Liquida (FOL) ou Funqoes de De- 

manda Derivada (FDD). Tratando-se das duas primei- 

ras fala-se em Fungoes de Demanda por Fatores (FDF), 

e costumam ser derivadas a partir da condiqao de equi- 

quilibrio de uma firma que maximiza lucres. A terceira 

resulta de substituir as anteriores na PF Este conjun- 

to de fungSes indica a sensibilidade da demanda por in- 

sumo e da oferta de produto, por parte das firmas que 

maximizam lucres, ante varia95es de pregoisi nos merca- 

dos de fatores e de produto respectivamente. 

16 — re = jr*(w,r,P) 

Funqao de Lucres (FL) indica o maximo de lucro com- 
pativel com um vetor de preqos de mercado parametrica- 

mente dadot, ou tambem, e o valor da fun^ao-objetivo 

(Equaqao de Lucro) avaliada no nivel das FOL consis- 

tente com maximizacao de lucros(14) 

4. RESULTADOS BASICOS DO ENFOQUE DA 

DUALIDADE 

Entre a variedade de resultadlos dJerivados pela teoria da 

Dualidade ha tres que interessam especialmente no contexto da 
teoria do Oansumidor e da firma. Eleis sao: 

4.1. Lemia de Shephard(15>: 

As derivadas parciais de uma Fun^ao de Gustos (na teoria da 

firma) ou de uma Funqao de Gastos (na teoria do consumidor) 

(14) Jorgensan D. W.: Natas de Auia, Economics ^lO-A, Department of 
Economics, Harvard University, Fail Semester, 1971, OaimMdge 
Mass. USA. 

(15) O nome de Lema de Shephard deve-se ao fato die que foi R.W. Stie- 
iphard o primeiro a dar gnaodte desttaque a duialidade entire FP e FC 
nos sens trabalhos ja citados. No entanto, P. A. Samuellson no Ca- 
pitulio TV die suas Foundations ja apresenta o resuiltado hoj© contie- 
cido como Lama de Shephard (ver sua relagao 55). O pirimeiro tra- 
balho sistemiatioo de Samoxelson sobre as ideias de dualidade parece 
ter sido: «Prices of Fadtors and Goods in General EquUibriucrm, 
Review of Economic Studies. 21, pags. 1-20, 1953-54. 
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com respeito aos elementois do vetor de preqos de mercado (de 

fatores, na teoria da firma, e de produtos, na teoria do^ consumi- 

dor) sao iguais a soluqao das oarrespondentes caminhos de ex- 

pansao otima (ceo). 

Isto pode ser expressado simbolicamente da seguinte forma: 

a) Teoria do Consumidor: 

Funqoes Demanda 

Compensada ou Hick- 

sianas (q.q.s. = 

= 1 n). 

b) Teoria da Firma: 

Soluqao do caminho 

de expansao otimo 

(ceo) 

4.2 — Identidade de Roy(16K 

Os quocientes entre as derivadas parciais da FPI respeito 

aos elementos do vetor de pre^os do mercado de fatores e a cor- 

respondente derivada parcial respeito ao nivel da restriqao or<;a- 

mentaria (na teoria da firma), e entre as derivadas parciais da 

FUI respeito aos elementos do vetor de preqos do mercado de 

produtos e a correspondente derivada parcial respeito ao nivel de 

renda nominal (na teoria do consumidor), em todos ois casas pre- 

cedidos de sinal negativo, sao iguais a solu^ao dos correspoinden- 

tes caminhos de expanisaia otima (CEO). 

Isto pode ser expressado simbolicamente da seguinte forma: 

3Y*(p,U) 

 = X1 = X1 (p, U) 

dpi 

d C (w,r,Q) 

3w 

9 C (w,r,Q) 

9r 

= L i= L (w,r,Q) 

= K i= K (w,r,Q) 

(16) Para uma derivacao da Mentidade de Roy ver H. Theil: Theory and 
Measurement of Consumer Demand, Vol. I, cap. 3, pdgs. 92-94, Notrtih- 
-Holliamd, 1975. 
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a) Teoria do consumidor: 

Funqao de Demanda 

Ordinaria, o(u Mar- 

shalliana (q.qs. = 

1 n) 

b) Teoria da Firma: 

Solu^ao do 

Cam in ho de 

Expansao 

Otimo (CEO) 

4.3 Eema de Hotelling: 

As derivadas parciais da EL com respeito a cada um de sens 

argumentos e igual ao sistema de EOL. 

Isto pode ser expressado «imbolicamente da seguinte forma: 

Funqao de Oferta 

Liquida (EOL) 

Xi i— X, (p, Y) 

au* (P, Y) 

dpi 

0U* (P, Y) 

c)Y 

dF*(w,r,C) 

9w 

3F* (w,r,C) 
— L =:l(w, r, C) 

dC 

dF* (w,r,C) 

dr 

dF* (w,r,C) 

dC 

■ = K = k(w, r, C) 

331* (w,r,P) D 
- — L — L (w,r,P) 

3w 

dn* (w,r,P) D 
• ~ K - K (w,r,P) 

3r 

33t* (w,r,P) 

= Q = 
D 

Q (w,r,P) 

BP 
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5. A EFICmNCIA DO ENFOQUE DA DUALIDADE vs. 

ENFOQUE CON YEN CION AL 

Deve-se notar que o que chamamos de dois enfoques nao e 
mais do que as duas caras de uma mesma moeda: otimizaqao ma- 

tematica de funqdes que satisfaqam dadas condiqoes de regulari- 

dades, as que geralmente encontram-se sujeitas a certas restri- 

qdes no campo de variiabilidade de seus argumentos. Consequen- 

temente, ambos enfoques pressupoem um mesmo "espirito oti- 

mizante", motivo pelo qual eles nao sao independentes. Muito 

pelo contrario, e a dependencia interna (sob a forma de uma re- 

lagao biunivoca) existente entre os pontos die partida de cada "en- 

foque" a essencia das dualidades que vamos examinar, o que pos- 

sibilita a comparaqao da eficiencia com que cada um deles permi- 

te chegar a um mesmo resultado. 

5.1 Teoria do Consumidor 

De forma sintetica pode-se dizer que o objetivo ultimo da 

Teoria do Consumidor e derivar e estimar funqoes de demanda. 

Dependendo do tipo de analise, interessa obter FDO (Marshal- 
lianas) ou FDC (Hicksianas). Ainda que nem sempre seja en- 

fatizado em termos analiticos, ambos sistemias de funqoes de de- 

manda encontram-se biunivocamente ligados, como se mostra 

mais adiante. no estudo desta inter-relaqao que pode-se obser- 

var a conveniencia do enfoque da dualidade. 

5.1.1 Como obter o sistema de FDO (Marshallianas)? 

O enfoque convencional parte de uma FUD que se deseja 

maximizar sujeita a uma restriqao orqamentaria. A continuaqao 

se monta um Lagrangeano, derivando-se^o plarcialmente, res- 

peito as (n + 1) variaveis Xi, Xn,X, e igualando a zero (su- 

poe-se, pelo geral, que as condiq5es de segunda ordem sao satis- 

feitas). Resolvendo 0 sistema de equaqoes simultaneas assim re- 

sultante encontra-se o sistema de FDO. 

O enfoque da dualidade parte de uma FUI sobre a qua! se 

aplica a Identidade de Roy, obtendo-se de forma imediata o sis- 

tema de FDO. 
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Esta economia de tempo e sforgo possibilitada pelo enfoque 

da dualidade pode-se iluistrar com o seguinte diagrama: 

Enfoque da Dualidade Enfoque Convencional 

 (Ponto de Partida)   (Ponto de Partida)   

U = U* (P, Y ) 

3L 3L 
= 0 ax ax 1 n 

L = UCX. .. .X ) + X(Y-Ip.X. ) i n i i 

Max, u = u (x1...xn ) 

s, a r. Y = Zp. X. ri i 

Identi,dade de Roy 

au* ( P. Y )/ ap. 
   — = X = X (P,Y) 

au* ( P, Y )/ aY 1 1 

Xi = Xi ( P, Y ) 

5.1.2 Como obter o sistema de FDC (Hicksianas)? 

O enfoque convencional parte da minimizaqao do total de 

dispendio necessario para que o consumidor possa atingir um 

predeterminado nivel de utilidade. A continuaqao se monta um 

Lagrangeano e deriva-se-o parcialmente respeito a cada uma das 
n 1 variaveis, as que sao igualadas a zero, supondo-se, pelo ge- 
ral, que as condiqoes de segunda ordem sao satisfeitas. Resol- 

vendo o sistema de equaqoes simultaneas, assim resultante, en- 

contra-se o sistema de FDC. 

O enfoque da dualidade parte de uma FG sobre a qual se 

aplica o Lema de Shephard, obtendo-se de forma imediata o sis- 

tema de FDC. 

A maior eficiencia do enfoque da dualidade, comparando com 

o enfoque ortodoxo, pode-se ilustrar com o seguinte diagrama: 
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Enfoque da Dualidade 
(ponto de Partida) 

Y = Y* (P, U) 

Lema de Shephard 

3Y (P, Y ) _ i = X = x- (P.U) 

Enfoque Convencional 
(ponto de Partida) 

Min. Y = EP. X. i i 
r. U UCX^-.X ) i n 

L = Ep.X. + p (U - U(X X )} 
i n 

9L 3L 3L 0 

3X1 • 9X n 9p 

' 1 

X1 x1 
(P.U) 

Resumindo: Os dois casos anteriores nao deixam lugar a 

duvida de que o enfoque da dualidade e claramente mais eficien- 
te que o convencional, tanto em termos da quantidade de passos 

intermedios envolvidos quanto no que se refere a laboriosidade 
dos meismos (nao se deve perder de vista que na hora de resolver 

o sistema de equaqoes simultaneas a que o enfoque convencional 

invariavelmente nos conduz, se tivermos mais de tres bens a 
analise complica-se, consideravelmente). No contexto1 dos pro- 
blemas consideradois resulta dificil evitar a tentaqao de uma ana- 

logia: o enfoque da dualidade equivale a um voo direto (digamtos 

entre Belem e Rio de Janeiro), en tanto que o enfoque conven- 
cional equivale ao mesmo voo, so que com escalas em Belo Ho- 

nzonte e Sao Paulo (sob o suposto de que ha vagas nos dois 
voos, flea por conta do usuario decidir qual prefere). 

Apos a leitura desta especie de "mapa" de inter-relaqoes teo- 
ncas parece claro o motivo pelo qual o enfoque da dualidade e 

mais eficiente que o enfoque convencional a fins de derivacao dos 

sistemas de FDO e FDC. 

5.2 — Teoria da Firma 

Tal comio foi adiantado na seqao 3, as FDO podem ser in- 

terpretadas como a soluqao do CEO correspondente a condiqao 
de equilibrio de um consumidor que maximiza utilidade sujeito 



SlNTESE DAS DUALIDADES EXISTENTES ENTRE; (1) FUI 
e FG, (2) FDO e FDC: 

Caminho 1 ; Caminho 2 ; 

(3.1) 
Max. U = U (X....X ) 1 n 

s. a r. Y = £P.X. X 1 

Min. Y = Ip.X. rx X 
s. a r. U = U ( X....X. ) X X 

(3.2) L = U(X....X ) + x n A (Y - Ep.X. ) rx X L = Ip.X. + p { U-U(X1...X ) } ii in 

(3.3) 3L _ 3L = ii= o 3L _ 3L 3L 0 

3X. 3X 1 n 3A 3X, 3X i n 3y 

I 
FDO ou Marshallianas: 

.1 , 
FDC ou Hicksianas: 

(3.4) Xi = X. ( P, Y ) X1 = X1 (P, U ) 

J 

Substituindo as FDO 
tivo se obtem a FUI 

na fungao - obje- 

1 

Substituindo as FDC 
tivo se obtem a FG: 

na fungao - obje- 

(3.5) U = U* ( P, Y ) Y = Y* ( P, u ) 

1 

Resolvendo a FUI para o nxvel de renda 
nominal se obtem a FG. 

i 

Resolvendo a FG para o nxvel de utili- 
dade se obtem a FUI: 

(3.6) Y « Y* ( P, U ) U = U* ( P; Y ) 

Aplicando o Lema de Shephard a FG se 
obtem as FDC ou Hicksianas: 

D ' - X1 - X1 ( P. u ) 
3P! 

Vi = 1 ...n 

Aplicando a Identidade de Roy a FUI se 
obtim as FDO ou Marshallianas; 

3UA ( P, Y ) /3Pi 

3U* ( P, Y ) /9Y = Xi = Xi ^P'U^ 

Vi = 1 ... n   
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a uma restriqao orgamentaria. No contexto da Teoria da Firma 

a reciproca nao e verdadeira: a soluqao do CEO ooirretspondente 

a uma empresa quie maximiza lucros sujeita a uma restriqao de 

dispendio nao pode-se interpretar como um sistema de funqoes 

de demanda por fatores. De foirma arialoga pode-se dizer que as 

FDC podem ser interpretadas como a solugao do ceo de um con- 

sumidor que minimiza o dispendio necesisario para atingir niveis 

de utilidade predeterminados, mas a soluqao do ceo correspon- 

dente a uma firma que minimiza os custos requeridos para gerar 

um prefixado volume de produto nao pode ser interpretada como 

um sistema de funQoes de demanda por fatores. O motivo' e bem 

conhecido: a analogia entre consumidor e firma chega ate o es- 

tagio dos caminhois de expansao otimo (isto e, como combinar 

produtos ou insumos de forma otima visando maximizar utilida- 

de ou produ^ao para uma dada restri^ao orqamentaria, respecti- 

vamente), mas a firma tern um problema extra, qual seja, sele- 

cionar o nivel de produqao mais adequado (digamos aquele que 

maximiza lucros). 

Assim, desde o ponto de vista da firma, a sollu^ao do CEO 

(ou do ceo) e uma condigao necesisaria mas nao suficiente para 
maximizar lucros, nao sendo possivel portanto dar-lhe a inter- 

pretagao de fungoes de demanda por fatores. Como e sabido, pa- 

ra chegar ate estas requere-se a introduqao de um criterio extra, 

como ser o de maximizaqao de lucros. 

No entanto nas qualificaQoes anteriores ainda subsiste o fato 

de que a analogia mencionada permite adaptar o uiso da Identi- 

dade de Roy e o Lema de Shephard para a deriva^ao de resulta- 
dos no contexto da teoria da firma. Ainda que incorrendo em 

obvia repeti^ao parece oportuno transladar o diagrama da Se^ao 

5.1.1 (o que entre outras coisas mostra a rela^ao biunivoca 

existente entre os sfstemas de EDO e FDC) para o campo da teo- 
ria da firma (o qua! permite visualizar a relagao biunivoca exis- 

tente entre FP e FC, isto e, como passar de uma FP a sua cor- 

respondente FC e vice-versa) : 

Este "mapa", adaptado a teoria da firma, permite apreciar 

uma vez mais a maior eficiencia relativa do enfoque da dualidade 

comparada com o enfoque convencional. Assim, por exemplo, 

considerando a dualidade existente entre FP e FC cabe advertir 

uma evidente assimetria de esforqo entre a passagem desde a 

FP ate a FC [seguindo o Caminho 2: requer os passos (3.1)' - 

- (3.5)r] e a passagem desde a FC ate a FP [seguindo o Cami- 



StNTESE DAS DUALIDADES EXISTENTES ENTRE: (1) FP e FC. 
(2) CEO e ceo; 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

Caminho 1 : 

(3.1) 
Max. Q = F 

s. a r. C = wL 
(K.L) 
+ rK 

(3.2) /'= F(K,L) + X(C-wL - rk) 

(3.3) = 9j£= 9/ = 

3K 9L dX 
0 

Solugao do CEO : 

(3.4) 
L = 1 ( w 
K = K ( w 

.r.C ) 

.r.C ) 

Substituindo na FP obtemos a FPI: 

Caminho 2 : 

Max. C wL + rK 
s. a r. Q F(K,L) 

if = wL + rk + y {(Q-F (K.L)} 

Zf _ = rf 
9K 9L 9y 

= 0 

Solugao do ceo 

L = L ( w,r,Q ) 
K = K ( w.r.Q ) 

Substituindo na EC obtemos a FC: 

Q = F *( w,r,C ) C C ( w,r,Q ) 

Resolvendo a FPI para o nlvel da res- 
trigao or^amentaria obtemos a FC: 

Resolvendo a FC para o nlvel da produ- 
gao obtemos a FPI: 

C C ( w.r.Q ) Q = F* (w.r.C ) 

Aplicando o Lema de Shephard a FC se 
obtem a solugao do ceo: 

3C - L = l (»,r,Q) 
9w 

Aplicando a Identidade de Roy a FPI se 
obtem solugao do CEO: 

3C = K = K (w.r.Q) 

9F* (w,r,C)/9w L 1 (w.r.C) 
9F* (w.r.G)/9C 

* fD| i (w,r,C)/9r Y K (w.r.G) 
9F* (w.r.C)/9C 
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nho 1: requer os passos (3.6)' -(3.7)' e resolver para o mvel de 

produqao a partir deste ultimo]. Isto e, partindo do conceito 

"real" ou ^primal" (e convencional) de FP requer-se de maior 

trabalho para chegar a correspondente FC, do que se precisa pa- 

ra, partindo do conceito ^monetario" (e poderiamos dizer "dual") 

chegar a correspondente FP 

5.3 — Fungoes de Oferta Liquida (FOL), ou Fungoes de 

Demanda por Fatores (FDF) 

Ja foi visto o que poder-se-ia chamar de primeiro problema 

da firma (e que e o mesmo e unico problema do consumidor) ; 

situar-se sobre o CEO (ou ceo). Com isto a empresa (consumi- 
dor) consegue a combinagao otinua de insumos (produtos) para 

cada nivel de produgao (utilidade) compativel com restrigoes 

orgamentarias predeterminadajs. 

O segundo problema da firma e escolher um ponto sobre o 

caminho de expansao otimo tal que satisfaga algum criterio extra 

julgado desejavel (digamos, maximizar lucros). Assim, uma 

firma que maximiza a diferenga entre receita total e custo total, 

ou de forma equivalente, que iguale receita marginal a custo mar- 

ginal (suposto que as condigoes de segunda ordem sao satisfei- 

tas) pode identificar o nivel de produgao que, alem de otimizar o 

uso de fatores Ihe deixa com maior rentabllidade. 

Dado que uma firma que maximiza lucros (isto e, que re- 

solve o que convencionavamos em chamar de Jsegundo problema) 

tern garantida uma otima alocagao de recursos (isto e, tern im- 

plicitamente resolvido o primeiro problema), e sendo que a reci- 

proca nao e necesisariamente verdadeira, fica claro poirque as so- 

lugoes do CEO (ceo) nao podem ser interpretadas como FDF. 

5.4 — Como derivar as FDF? 

O enfoque convencional consiste em postular como ponto de 

partida uma EL, a que se deriva parcialmente com respeito a 

cada um dos fatores, igualando estes resultados a zero (condigoes 

de primeira ordem para a existencia de um maximo). Resolven- 
do o sistema de equagoes simultaneas assim resultante encon- 

tra-se o sistema de FDF. 
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O enfoque da dualidade parte de uma FL, a que derivada 

parcialmente respeito ao preqo de cada fator da coma resultado 

imediato as FDF. 

A maior eficiencia relativa do enfoque da dualidade pode ser 
ilustrada como o seguinte diagrama: 

ENFOQUE DA DUALIDADE ENFOQUE CONVENCIONAL 

(Ponto de Partida) (Ponto de Partida) 

TT* = TT* (w,r,P) Max. tt P (Q) .F(K,L)-wL-rK 

Sir _ Btt 
9K 3L 

? 

Lema de Hotelling: 

9ir* _ TD . _ = L = L (w.r,P) 

— = K = KD (w,r,P) 

L = LD (w.r.P) 

K = KD (w,r,P) 

Uma vez mais verifica-se que o enfoque convencioinal indtui 

passes extras, e o que talvez seja miais delicado, requer da solu- 

^ao de um sistema de equa(;6es simultaneais {que para modelos 

com tres ou mais fatores implioa consideravel esforgo adicional). 

Um passo extra a deriva^ao das FDF seria a determinaQao 

da fun(;ao que vincula os niveis de produ^ao oferecidos pela fir- 

ma (que maximiza lucres) ante variaqoes no vetor de preqos de 

mercado (de insumos e produtos). Com tal fim o enfoque con- 
vencional implica a substituigao das FDF na EL enquanto que 

o da dualidade requer a deriva^ao parcial da FL respeitoi ao pre- 

qo do produto. Para este caso nao ha uma diferenqa apreciavel 

de eficiencia em favor de qualquer um dos enfoques. 

6. — CONCLUS5ES 

Apos a analise e os diagramas precedentes parece suficiente- 

mente estabelecida a superioridade do enfoque da Dualidade so- 

bre o enfoque convencional a fim de obter alguns resultados de 
interesse na Teoria do Consumidor e da Firma. 
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Assim, representando a quantidade de esforgos e tempo re- 

querido por cada enfoque, pela longitude de flechas ou vetores, 

podemos resumir o trabalho parcialmente com os diagramas da 

pagina seguinte. 

Mas e preciso dizer que a grande eficiencia analitica doi en- 

foque da Dualidade nao se restringe ao limitado numero de 

exemplos isieltecionados para este trabalbo. Assim, por exem- 

plo, quern tenha passado pela cansativa experiencia de pro- 

var, de acordo com o enfoque convcncional(l7), que o efeito subs- 

tituigao e negativo, sabera apreciar a eficiencia do enfoque da 

Dualidade quando este, aploiiando-se na aplicagao reiterada do 

Lema de Shephard a FG (e com base na propriedade desta de 

ser nao-decrescente, ou concava, em pregos para cada nivel de 

indice de utilidade) limita aquela prova a proposiqao: 02Y* 

(P, U )/02Pi < 0 (lembrando que segundo o Lema de Shephard 
a derivada parcial primeira da FG, respeito ao i-esimo preqo, e 

igual a correspondente FDC). 

SlNTESE DOS ENFOQUES DA DUALIDADE E CONVENCIONAI 

(A) TEORIA DO CONSUMIDQR: 

Aplicando a 
Identidade 
de Roy a FUI 

Max. 0 - UCXj^.-.X^ 
FDO s. 5 r1. Y - 5i).X. i r 

Aplicando 
Lena de 
Shephard a FG 

Min. Y - Zp.X. ri i 
s, a r. U = UCXj .. • V 

(B) TEORIA DA FIRMA: 

Aplicando a 
Identidade 
de Roy a FPI 

Max. Q - F(K,L) 

s. a r. C == wL + rK 

Aplicando 
Lema de 
Shephard a FC 

Max. C = wL + rK 
ceo 

s. a r. Q - F(K,L) 

Aplicando o 
Lema de 
llotelling a FL 

Max. JI- PQ - wL - rK 

(17) Ver, par exeaniplo, Henidterson-Quand't, Op. C4t. Cap. I. 
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Na area de Finangas Publicas o enfoque da Dualidade tem 

sido proveitosamiente aplicado para o estudo do excesso da car- 

ga tributaria, impostos otimos sobre mercadorias e criterios de 

interesse em investimentos publicos indivisiveiis financiados por 
impostos globais (lump sum taxation)^8). No campo dos estu- 

dos da Economia do Bem-Estar a FG tem sido usada para subts- 

tituir as tecnicas convencionais associadas com o conceito de ex- 

cedente do consumidor tendo em vista o insatisfatorio trata- 

mento previsto por este para analizar o efeito-renda(19). Na teo- 
ria do Capital e do Crescimento as ideias basicas do enfoque da 

Duallidade tem sido expostas e usadas por Bruno e estendidas 
por Burmeister-Kug-a, referente a outra "cara da moeda" da 

fronteira de pregos de fatores que vincula a taxa de salario real 

e a taxa de lucro ao long"o de diferentes caminhos de expansao(20b 

No campo da Economia Internacional as discu'sfsoes sobre equali- 

za<;ao de preqos de fatores tem mostrado ser um terreno propi- 

cio para detectar dualidades que vinculam importantes resulta- 

dos da literatura especializada. Assim, nada menos que os Teo- 

remas de Rybczynski e de Stolper-Samuelson tern implicita uma 

relagao dual que passara desapercebida ate o aparecimento da 

nota geometrica de Jones e posterior expansao analitica no seu 

classico artigo sobre equilibrio geral(21l Por ultimo, cabe apon- 
tar o extenso uso do enfoque da dualidade feito pela Teoria Eco- 

nomica dos Numeros indices^22!. 

MS) Ver, por exemplo, P.A. Diamond — D.L. McPa/dden: «Some uses of 
the Expenditure Function in Public Finance^ Journal of Public Eco- 
nomics, 3, p&gs. 3-21 1974. Este ailtigo inclui um breve e util apendl- 
oe sobre a FG. suas propriedades, e o Teorema de Shephard-Uzawa 
vinoulando biiunivooameinitie a FG e ia FUI. 

(19) Ver por exemplo, J. C. Hause: «The Theory of Welfare Cost Measu- 
remen)t», Journal of Political Economy, Vol. 83, n0 6, pags. 1145-1182, 
December 1972. H. Mohring: «Alternative Welfare Gain and Doss 
Measune», Western Economic Journal, 9, pags. 349-368, December 1971. 

(20) M. Bruno: «Fun'diamental duality relations in the poire theory of ca- 
pital and growth», Review of Economic Studies, Vol. XXXVI, pags. 
39-53, 1969. E. Burmeister K. Kuga: «The factor-price frontier, dua- 
lity and joint-production^ Review of Economic Studies, Vol. XXXVII, 
pags. 11-19, 1970. 

(21) R. W. Jones: «Duality in International Trade: A Geometrical Note», 
Canadian Journal of Economics and Political Science, pags. 390-393' 
XXXI, n.0 3, August, 1965. — R. X. Jones: ((The Stnuoture of Simples 
General Equilibrium M(Odl8ls» Journal of Political Economy pags. 
557-572, LXXin, December, 1965. 

(22) H. Theill: Economics and Information Theory, Cap. 6, Seqao 6.7., 

 ) 
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Esta rapid a, e necessariamiente incompleta, revisaio) das areas 
de aplicagao das ideias basicas do enfoque da dualidade serve 

para mostrar que os exemplos incluidos neste trabalho sao ape- 

nas uma pequena amostra das possibilidades existentes. 

A Teoria da Dualidade, na suia versao matematica, exige de 

conhecimentojs nao convencionais na formaqao do economista^23) 
No entanto, existem ja disponiveis alguns resultados; basicos co- 

mio os aqui^ utilizados que permitem avan^ar rapida e suavemen- 

te por cammhos pelos quais o enfoque convencional se movimen- 
ta pesada e dificultosamente. Uma enfase maior no uso do en- 

oque da dualidade, nas salas de aula, pode ter vantagens tais co- 
mo: (1) possibilitar uma compreensao mais ampla de certos te- 

mas, na medida em que sejam visualizadas inter-relaqSes que o 
en oque convencional nao enfatiza; (2) poupar esforgos associa- 

dos com penosas demonstraqoe®, e (3) consequenteimente, libe- 

rar tempo escasso para alocar em fins alternativois, como ser re- 

fletir sobre o sentido de toda aquela parafernalia. 

7 — APfiNDICE 

A ilustragao dos pontos anteriores pode ser feita com um 

exemplo baseado na estrutura analitica de Cobb-Douglas. 

Como e facil de reconhecer, as duais primeiras se^oes dife- 
nem so em termos de nota^ao, ou nome das fungoes envolvidas e 

(...) 
Nortti-Holland, 1967. - H. Theil: Theory and Measurement of 
Consumer Demand, Vol. 1, Gap. 3, Noath-Holfend 1975. - P. M. 

o1 iTncF'-rl5?611, 11116 Economic Theory of Price Indices, Academic Preiss. 1972. R.A. Pollak: «The Theory of the Cost of laving index 
«Discussion Paper, Depiairtmient of Economics, University of Pennsil- 
vania, June 1971. — S.N. Afriat: «The Theory of International Com- 
iparisona of Real Income and Prlices» em D. J. Daly (Ed.): Internatio- 
nal Comparisons of Price and Output, NBER, 1972. Um exce^ente 
resumo dtestes temas com forte enfase em dualidade e oferecido por 
F. A. Samiielson-S. Swamy: «Inmriant Bconomiic Index Numbers and 
Oanomdal Duality; Survey and Synthesis» AER, Vol 64 n0 4 nao-R 
566-593, September 1974. vui. ot, n. 4, pa^s. 

i23) Ver, por exemplo, A.M. Geoffrion: «Duality in Nonlinear Program- 
ming. A Simplified Applications Oriented Development», SIAM Re- 
view, Vo!. 13, n.0 1, pags. 1-37, January, 1971, que para tranqullizar 
ao leitor adverte que: «The general approach is to exploit the power- 
ful, concept of a perturbation function, thus perniitting simplified 
proofs (no conjugate functions or fixed-point theorems are needed). 
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de suas correspondenties interpretagoes (a primeira referida a 

teoria do consumidoir e a segunda a da firma), no entanto elas 

representam os mesmos pasisos e a mesma sustancia. De fato, 

bastaria com preparar so uma delas e dispor de um ^codigo" pa- 

ra traduzir a linguagem de uma teoria para a outra: 

Teoria do Consumidor: Teoria da Firma 

1. FUD equivale a FP 

2. FDO equivale a soluqao do CEO 

3. FDC equivale a solu^ao do ceo 

4. FUI equivale a FPI 

5. FG equivale a FC 



(A) Teoria do Consumidor 

u = u(x1,x2) = xa
1 X^ 

Caminho 1; Caminho 2: 

(Ponto de Partida): (Ponto de Partida) 

Max. U = X^.X^ 

s. a r. Y - ZP.X. i i 

Min. Y = IP.X. i i 

s. a r. U = X^xfJ 

Langrangeano Langrangeano 

£= x?x; +A(Y- P.X.) 12 i i 

Condigoes de Equilibrio 

all _ Xp^ _ 0 _ tit 
9X, 

Xp, 
X2 M2 

Y -EP.X. = 0 = # 11 dX 

£ = ZP.X. + y(U-X,.X^) 12 i i 

Condigoes de Equilibria 

_ ay U 
1 X1 

= 0 = 9jf 
aXj^ 

p7 - ue u = 0 = 
X2 X 2 

0 - x".x® = 0 = Wf 
3y 

EDO ou Marshallianas: FDC ou Hicksianas: 

xi * 

X2 = 

ay 

(a+S) P. 

3Y 

(a+6) P2 

Sao homogeneas de grau zero em 
todos os argumentos 

xl» (f-) 0*6 U at g 

x2= (^Pl) a+£ u* a+P 
qP2 

Sao homogeneas de grau zero em 
pregos. 



Fungao de Utilidade Indireta (FUI): Fun^es de Gastos (FG) 

U = (—) (—i—) ( Y ) 
Pt ^ P2 a+B ; 

a+3 

5 - 

e crescente em renda nominal, decrescen* 
te em pregos, e homogenea de grau zero 
em todos os argumentos. 

P a P B 1 

Y = (a+B) (—-i-) ( 2 j „ a+B 

e crescente em todos os seus argumentos. 
e lineamente homogenea em pregos. 

Fungao de Gastos (FG): Fungao de Utilidade Indireta (FUI) 

P, a P2 6 1 - 
Y = (a+B) Hr) (—j-) U a+B 

e crescente em todos seus argumentos, e 
lineamente homogenea em pregos. 

a+6 
U = ( 

a+B 

e crescente em renda monetaria, decres- 
cente em pre^os, homogenea de grau ze- 
ro em todos os argumentos 

I 

FDC ou Hicksianas: FDO ou Marshallianas 

7 - 

g 1 
a+g a + 

1 9Y* (p.U) "p2 . x ^ —) U 9?! Bp 

Bp 

1 

2 9Y* (p,U) 

" 8P2 

Sao homogeneas de grau zero em pregos. 

9U* (p.Y) 
9Pl 

X =- aY 
i 3U*(p,Y) (a+B) p. 

8Y 1 

9UA(p,Y) 
9Po 

X — z BY 
9U*(p,Y) (a+B)p7 8Y 2 

Sao homogeneas de grau zero em todos os 
argumentos. 



(B.l) TedfiA dl Firma; Optima AlocaQao de Reeursos 

Caminho (1) ; 

(Ponto de Partida) 

Caminho (2) : 

(Ponto de Partida) 

1/2 1/3 . L Max. Q = K 

s. a r. C = wL. + rK 

— = Q/3L - w = 0 
3L 

— = Q/2K - r = 0 
8JC 

n —mt — C -wL-rK = 0 
3X 

Solugao do CEO 

Min. C = wL + rK 

s. a r. Q = K 1/2 L 1/3 

Langrar igeano: 

_1 I 

^ = K 2 L 3 +X (C-wL-rK) 

Condigoes de prin ieira ordem: 

Langrageano: 

£ = wL+rK-fU [ Q -K1/2.L1/31 

Condigoes de primeira ordem: 

w - Q/3L = 0 
9L 

r - Q/2K = 0 
dK 

3^ 1/2 1/3 

"sir" 
Q -K 

o
 ii >-3 

Solugao do ceo 

, -1 
L = 0.4 w C 

L = 1 (w,r,C) 

„ , -1 
K = 0.6 r C 

K = k(w, r,C) 

sao homogeneas de grau zero era 
todos os argumentos 

-3/5 L = 0.78 w ' 3/5 n6/5 r Q 

L = L (w,r,Q) 

K = 1.18 w2/5 "2/5 6/5 r Q 

K = K(w,r,Q) 

sao homogeneas de grau zero em 
precos 



Substituindo na FP obtemos a FPI; Substituindo na%C obtemos a FC: 

Q = 0,5707 w" 1/3 r~1/2 c5/6 

Q = F* (w,r,C) 

e homogenea de grau zero em todos 
seus argumentos. 

Resolvendo a FPI para o nlvel de res- 

trigao orgamentaria obtemos a FC; 

C.1.96w2/5 r3/5.Q6/5 

C = C (w,r,Q) 

e homogenea de grau um em pregos. 

C = 1.96 v2/5 r3/5 Q6/5 

C « C (w,r,Q) 

e homogenea de grau um em pregos, 

Aplicando a Lema de Shephard a FC 
obtemos a solugao do ceo; 

Resolvendo a FC para o nlvel de pro- 

dugao obtemos a FPI; 

1 1 

Q = 0.5707 w 3 r 2 c5/6 

Q = F* (w,r,C) 

e homogenea de grau zero em todos 

seus argumentos. 

Aplicando a Identidade de Roy a FPI 
obtemos a solugao do CEO: 

|£ = L - 0.78 w~3/5..r3/5 Q6/5 

L = L (w,r,Q) 

9C_ 
ar 

2 2 
5 ~ 5 5 

= K = 1.18 w r Q 

sao homogeneas de grau zero em pre- 
gos 

3F* /8w _ L 

3f* /ac 

-1 
= 0. 4w C 

L = 1 (w,r,C) 

aFA /ar _ „ K 
-1 

= 0.6 r C 
ar* /ac 

K = K (w,r,C) 

sao homogeneas de grau zero em to- 
dos seus argumentos. 



(B.2) Teoria da Firma; MaximizaQao de Lucros 

Formulagao do Problema Exemplo 

Max. TT = P. Q - wL - rK 

1 1 

Max. tt = P. K2 L3 - wL - rK 

Condigoes de Equilxbrio: 

3ir _ 37r _ 0 

3L 3K 

i - 1 
Stt =P K2 L 3 - w = 0 

3L 3 

= I K" L3-r = 0 
3K 2 

FunQoes de Demanda Fatores (FDF) 

L = L15 (w,r,P) 

K = KD (w,r,P) 

sao homogeneas de grau zero em to- 

dos seus argumentos. 

-3 -3 6 
L = 0,0046 w r P 

K = 0,0069 w -2 -4 6 r P 

Substituindo as FDF na FP obtemos 

a FOL: 

4 - 

Q = QD (w.r.P) 

e homogenea de grau zero em todos 
seus argumentos.  

-2 -3 5 Q = 0,0139 w r P 



Substutuindo as FOL na EL obtemos 

a FL: 

5 - 

•k 
TT = IT (w,r,P) 

e homogenea de grau urn em todos 

seus argumentos. 

tt = 0,0023 w "2 r~3P6 

Aplicando o Lema de Hotelling as FL 

obtemos as FOL: 

6 - 

^ * 3tt 
3w L = LD (w,r, P) 

* 
3it K = KD (w,r, P) 
3r 

^ * 37T 
Q = QD (w,r,P) 

3P 

sao homogeneas de grau zero em 
todos seus argumentos. 

-3 -3 6 
L = 0,0046w. r. P 

K = 0,0069w. ~2r.~4P6 

-2 -3 5 
Q = 0,0139w. r. P 
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