Sur la signification conceptuelle
de l'intervention des nombtes
complexes dans la cosmologie

Jean-Jacques Szczeciniarz*

Résumé: Le concept de nombre complexe correspond 4 une certaine forme d’exploration concep-
tuelle de I'espace; les aspects paradoxaux sous lesquels il s‘est manifesté en témoigne. L’élaboration
abstraite de cette exploration trouve son aboutissement dans deux opérations conceptuelles mathé-
matiques: la complexification et la compactification qui construit 'espace projectif. Nous esquissons
une analyse de celles-ci, et nous la prolongeons dans I’examen des concepts de Penrose (tranformation
de Penrose, twisteurs) comme mathématisation conceptuelle de la cosmologie.

Abstract: The concept of the complex number encouters a conceptuel exploration of the space; the
paradoxical aspects of it’s histoty bear witness to it. The abstract evolving of this exploration achieved
success in two mathematical operations: complexification and compactification that gives birth to the
projective space. We are outlining a analysis of it and we extend it by studying the Penrose’s concepts
(Penrose transformation, twistot) as a conceptual mathematization of the cosmology.

I. Le nombre complexe

POURQUOI A-T-ON BESOIN de considérer comme négative une
quantité qui se présente 4 nous comme on ne peut plus positive a savoir un carré?
Considérez un carré, nous étendons en une dimension supérieure ce qui se don-
nait comme un segment de droite, son expression peuple 'espace d’une réalite.
Ses éléments constituent et réalisent une portion d’espace. Rappelons-nous les
difficultés qu’il y a eu 2 introduire une grandeur négative. En philosophie. On
s’en tire aprés un long développement de I'algébre en isolant I'entité positive,
on peut I'appeler valeur absolue. Mais le fait d’ajouter du négatif implique une
intervention de I’espace avec de nombreuses constructions. L’axe réel m’indi-
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que qu’a partir de la représentation géométrique d’une situation repérée je dois
pouvoir régresser en-deca de Porigine de la constitution premiére des quantités.

Mais les actes fondateurs de ce type — c’est ce qui fait la difficulté en
général, pour les historiens des mathématiques ou les logiciens — les actes fon-
dateurs de ce type concentrent aussi une foule d’autres actes mathématiques.
Ainsi le concept de nombre négatif parut-il étre construit en liaison avec la cons-
titution d’une nouvelle structure algébrique. Il s’interpréte comme un inverse,
un opposé, etc. Tous ces concepts — c’est le cas des concepts algébriques — ont
un correspondant géométrique. On peut voir géométriquement ausi le zéro
comme un point multiple. Il a concentré nombre de paradoxes sur I'identité de
la fin et du commencement.

Non seulement une telle situation singularise virtuellement une grande
partie de ’activité mathématique, la partie dans le tout, mais elle peut ensuite se
déployer sur les autres secteurs des mathématiques par une sorte d’enveloppe-
ment en retour.

Ce que nous venons de dire vaut évidemment pour les nombres com-
plexes. Vous connaissez partiellement I’histoire de la constitution des nombres
complexes — cette histoite a été rapportée sous des aspects moins connues par
D. Flament. Pentose rappelle dans son livre la vie de Cardan. Si les nombres
complexes ont été promis 4 un brillant avenir, c’est pour une part essentielle
grice 4 Cardan qui en donne le concept et qui ouvre aussi sur la notion de pro-
babilité.

Nous avons bien des difficultés 4 concevoir ’existence mathématique
et méme physique de nombres négatifs. Mais la difficulté semblait insurmonta-
ble quand il s’est agi de penser comme négative des grandeurs positives. Ecrire
X2 = -1. Quel statut donner 2 ce que désigne X? D’abord c’est courant en ma-
thématique on se demande comment donner un sens a un résultat qui semble
contredire ou bouleverser la définition des objets qui ’ont produit.

La question des quantités “négatives positives”, a di passer par une
construction nouvelle de la situation dans ’espace et méme par une nouvelle
appréhension de ’espace. A chaque fois qu’une telle action est établie elle fait
surgir des élements encore plus primitifs — du fonctionnement implicite de no-
tre activité mathématique ou méme de pensée.

Elle impose alors que le nombre complexe ainsi constitué représente
une quantité dans ce qu’elle peut avoir d’intrinséquement linéaire et contradic-
toirement une non-linéarité qui répéte 'impossibilité d’un carré négatif. Il réa-
lise en un certain sens une synthése de la droite et du cetcle, pas en méme temps
mais dans la production d’une temporalité et d’'un espace qui suppose la pro-
duction ou I'expulsion d’une dimension supérieure. Si le nombre imaginaire s’im-
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pose comme entité mathématique ce fut dans cette production de ce mixte im-
possible qui reprend et analyse cette impossibilté a travers un concept positif.
Le nombre imaginaire est donné dans une reptrésentation sous la forme de coot-
données trigonométriques ou dans ce que I'on a appelé le plan Argand-Cauchy
qui tienne compte 4 la fois d’un déplacement mesuré par un angle et d’un dé-
placement linéaire. L’espace dans lequel il a été construit a laissé ’'obstacle de sa
construction se déployer sans chercher a le réduire et c’est sous cette forme
(module-argument) que nous le manipulons maintenant. Quel a été ’objectif
d’une telle construction? Certainement au moins de régresser 2 une origine mi-
nimale de ce que pourrait étre une genése de I'espace. Voir en quoi ’espace est
virtuellement du courbe et du droit, comment la virtualité de ’espace est circu-
larité et linéarité.

II. Cosmologie

La cosmologie cherche 2 penser le tout. Non pas tout ce qui est abs-
traitement, mais elle cherche de fagon consubstantielle 2 se donner une géomé-
trie pour penser le tout. On pourrait presque dite inversement que penser le
tout c’est déja construire une géométrie.

En méme temps cette constitution tend toujoutrs 4 pouvoir nous met-
tre en position, comme observateurs théoriques, de considérer le tout de 'exté-
rieur. Ceci est certes contradictoire, comme le peut paraitre le fait de penser une
variété non plongée.

C’est cette difficulté que tente d’élaborer Copernic. Pour ce faire il cons-
truit lui aussi des obstacles qui teproduisent pour permettre une pensée les dif-
ficultés ainsi cernées. A cet effet il use d’un principe de relativité descriptive: il
prend appui de fagon positive sur une impossibilité perceptive. Je ne sais de la
rive ou du bateau... Cette impossibilité se conjugue chez lui avec une autre qui
est liée a la limite de notre perception. Je ne peux percevoir a quelque niveau
que ce soit les effets de mon mouvement. Nous ne détectons pas la parallaxe
stellaire. Car les distances stellaires sont incommensurables 2 notre perception.
La possibilité du mouvement de la Terre suppose la construction d’un objet non
percu, il faut penser un rapport incommensurable.

Or on sait qu’il est possible grice aux développements de I’algebre du
XIX€® siécle de donner une forme mathématique a 'incommensurable. Ainsi
construit-on une extension de corps pour adjoindre a toutes les opérations qui
définissent une action sur les éléments un élément qui était inaccessible. Tel est
le cas d’une racine carrée ou niéme.
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Une autre opération géométrique nous ménage un accés a 'impet-
ceptible, ou 2 des éléments rejetés hots de notre perception. Il s’agit de I’ajott
d’un point dit “a 'infini” dans la construction de ’espace de la perspective. On
donne un sens positif au fait de se trouver a I'infini. Ce qui suppose d’avoir
posé une maitrise de, une forme d’accés 3, ce qui du coup compléte “absolu-
ment” notte perception ou qui ferme I’espace auquel nous avons accés en nous
donnant les moyens de le traiter comme §’il était fini, méme si nous en respec-
tons la spécificité.

Deux opérations mathématiques ont ainsi selon nous une signification
cosmologique importante, celle de complexifier, de se placer dans un espace
géométrique complexe. Elle peut s’effectuer en usant de structures algébriques,
on étend le corps des nombres réels. Géométriquement, une fois la conception
algébrique assurée, on rend possible pat une représentation spatiale une forme
de rotation dans la conception et une modalité de perpendicularité aux repré-
sentations des nombres téels comme exploration de I’espace. C’est cette veine
qu’exploite la Mécanique Quantique.

Deuxiéme opération, on ferme ’espace par projectivisation: on cons-
truit ’espace projectif comme moyen de fermer I’espace dont on accepte I'infi-
nité en établissant la forme de sa maitrise. Ceci suppose une réélaboration du
concept de la sphére, un instant congu comme obstacle archaique au dévelope-

ment de nottre connaissance.
La Cosmologit et le Complexe

Il est évident pour qui travaille dans ce domaine que ’ensemble des
équations qui rendent compte de la réalité et du cadre de sa constitution est
marqué par 'introduction des nombres complexes.

A la lumiére des développements précédents je vais me contenter de
décrire et de poser certains problémes que I'introduction de la structure com-
plexe permet présenter.

Il me semble que dés lors que se posent de fagon nécessaire des pro-
blémes portant sur ’élaboration — je dirais volontiers ontologique — des objets
auxquels nous avons affaire s’impose la nécessité de I'introduction de la structure
complexe, sous forme de fonctions d’une part en une variable, d’autre part en
plusieurs variables. Et la raison de cette nécessité tient au concept méme de
nombre complexe dont ’histoire de la formation nous explique la constitution.

Comme cette affirmation reste extrémement générale, je vais préciser
la nature des problémes ontologiques ainsi posés ou la nature de cette onto-
logie. L’'un des caractéres de la structure algébrique que 'on appelle le corps (le



épistémologiques 255

corps comme structure étant la concentration d’opérations licites que nous
sommes en droit d’effectuer sur des étres mathématiques) des nombres com-
plexes par opposition i celle qui caractérise le corps des réels est ’absence d’or-
dre au sens archimédien du terme. L’introduction de la circularité dans la linéa-
rit€ qui fait 'une des substances de C est nécessaire pour penser les problémes
cosmologiques.

La cosmologie est la science des phénoménes naturels pris dans leur
totalité. Ce qui ne veut pas dite science de tout ce qui existe, mais science, de ce
qui dans les phénoménes naturels les ordonne en une totalité. N’importe quel
phénomene naturel peut intéresser la cosmologie dans la mesure o il est signi-
ficatif des propriétés du tout. Les recherches des physiciens sur les particules
¢lémentaires ont un intérét direct pour la cosmologie.

La Renaissance Relativiste
et la Signification de Introduction du Nombre Complexe

Einstein, comme I'a rappelé Eisentaedt!, a posé au début du XX¢ siécle
le probléme cosmologique en des termes tout a fait nouveaux. Einstein a été
amené a résoudre le probleme de la gravitation, 2 le traiter en donnant une in-
terprétation géométrique des phénomeénes physiques de 'inertie et de la gra-
vité. Il pense que la géométrie de ’espace et du temps physique est déterminée
pat les propriétés de la matiére-énergie de la région ou 'on se place. Lois physi-
ques et axiomes géométriques sont de ce fait étroitement liés.

Prenons le probléme de la gravitation.

Pourquoi une planéte, image idéale d’une particule libre ne se déplace-
t-elle pas en ligne droite? C’est la solution newtonienne de la force d’attraction
solaire. On connait les difficultés de I'interptrétation physique d’une telle loi, car
elle s’est présentée d’abord comme une action a distance. D’ou le fait qu’Einstein
ait décrit le phénomeéne de la gravitation a ’aide d’un espace-temps a courbure.

S’est déplacée en physique et en cosmologie — peut-étre n’ont elles fait
que la développer — la détermination géométrique de notre physique et peut-
tre de notre compréhension générale des phénomeénes de la nature.

Sans entrer dans le détail et la profondeur du principe de Mach, on peut
rappeler que sa signification essentielle est de poser la détermination de la géo-

1 Cf. Dans ce volume.
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métrie de espace-temps par son contenu matériel. Une propriété physique se
traduit par une proptiété géométrique, une masse par une propriété de courbure.

Ceci est bien connu, mais je voudtais insister btiévement sur le fait que
s’il en est ainsi c’est aussi parce que la géométrie construite de cette fagon est
dévelopée sur le mode de Pintrinsincéité. On sait montrer — c’est un des aspects
de la théorie de Gauss — que la courbure gaussienne d’une surface est inttinsé-
quement déterminée.

Autrement dit la géométrie dont il est question est une géométrie qui a
“densifié” ses objets, et qui pat certains cdtés a fait entrer la physique qu’elle
petrmet de conceptualiser dans la mise en forme de ses propres concepts. La
géométrie organise depuis l'intérieur la physique qu’elle fait comprendre et ap-
préhender. En termes kantiens, je dirais volontiets qu’elle ne met pas en ceuvre
seulement des principes mathématiques mais aussi des principes dynamiques.
Elle anticipe dans sa forme sa propte physique.

Soulignons que cette géométrie construit aussi les formes de son ob-
jectivité, qui s’exprime dans le calcul tensoriel: celui-ci montre qu’une loi phy-
sique ne doit pas dépendre du référentiel choisi pour I’écrire.

Il existe donc un étre mathématique particulié¢rement adapté a la des-
cription de et méme 2 la réflexion sur I’espace temps qu’on appelle un tenseur.
Je ne vais en donner qu’une description conceptuelle, qualitative.

Nous cherchons d’abord des moyens d’effectuer des mesures sur une
surface. Ce qui nous en rend capable est ce que 'on appelle une métrique ou
maniére de mesurer, donnée par le carré de la distance entre deux points- elle
nous présente les moyens d’une progression dans des directions qui “couvrent”
infinitésimalement la surface. Elle doit étre invariante en un certain sens. On
doit pouvoir mesurer de la méme facon quel que soit le lieu de la mesure. Ou
encore la métrique doit €tre invariante par changement de coordonnées. D’ou
la forme classique que vous connaissez tous de cette métrique avec les gtV

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace soit sans cour-
bure est qu’il existe au moins un systéme de coordonnées dans lequel les giv
soient des constantes. Sans y insister on voit que c’est dans la forme des équa-
tions que se refléte la propriété géométrique. Ce qu’a recherché Einstein c’est
un tenseur géométrique, le plus général qui permette de définir la métrique c’est-
a-dire la géométrie de espace-temps, entiérement déterminé par le contenu
matériel du milieu.

Un tenseut est une sorte d’opérateur conceptuel qui donne par la forme
de variation de ses éléments la nature de ’objet qu’il décrit.

Il est remarquable qu’il concentre les propriétés qui le plus souvent sont
construites a partir de différentiation. Parmi ces tenseurs il en est un, le tenseur
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de métrique. Dans des conditions données on peut choisir les coefficients de
cette métrique de fagon relativement arbitraire. En particulier, le fait de choisit
une symétrie sphérique de I'espace permet de résoudre toutes les équations di-
tes d’Einstein qui doivent permettre de déterminer la métrique.

Le caractére arbitraire de la métrique autorise le signe négatif devant
les termes spatiaux. On peut ainsi différencier les termes spatiaux et le terme
temporel, par le signe des coefficients. Mais si on fait une coupe avec un temps
nul, on 2 affaire 2 une somme de coefficients négatifs. On a ainsi une hypersut-
face complexe qui nous décrit une intervalle purement imaginaire.

On peut interpréter ce résultat comme I'impossibilité physique d’arré-
ter Pécoulement du temps, sous peine de nous retrouver dans un espace qui
n’existe pas. C’est la fagon dont les concepts de nombre imaginaire nous font
connaitre le temps qui impose cette interprétation.

La Complexification

Considérons maintenant de facon générale la métrique de Minkowski.
L’espace-temps est un espace réel a quatre dimensions de points x.= (x,, Xy, X,,
x,) muni de la métrique “hyperbolique”

|| x | IZZXOZ“X1Z‘X22' x32

Avec x, figurant le temps On sait que la vitesse des signaux est infé-
rieure 2 celle de la lumiére, ¢, prise égale 2 1. L’équation || x | |? = 0 définit
dans I’espace réel de Minkowski, M, un céne de lumiére de sommet x = 0. L’inté-
rieur de ce cone {x,2+ x,2 + x,% < x,2} se décompose en deux nappes appelées
cone du futnr (x, >0) et cone du passé (xy <0). Ces cOnes sont composés de tous les
points avec lesquels, en vertu du postulat fondamental, peut communiquer le
point x = 0 dans le futur et dans le passé. Il est apparu nécessaire de complexi-
fier ’espace M. On I’a donc plongé dans C* (espace complexe de dimension 4)
en tant que sous-espace réel R4(x) et complété avec les points z = x + iy, pour
lesquels ylz + y22 + y32 < yoz. Considérons les cones C, et C_ {ye R?, yo2 - ylz

y22 - y32 >0, y,>0 et y,<0}. Puis considérons les domaines tubulaires au-des-
sus d’eux. M_ = {z = x +iy, xe R4, ye C, et C_}. Qu’est-ce qu’un tube?

C’est une exploitation géométrique de la structure complexe, dans le ¢
multidimensionnel. Un nombre complexe est représenté suivant ’axe réel et I'axe
perpendiculaire 2 cet axe, I’axe imaginaire pur; il s’agit de transposer sur plu-
sieurs dimensions a la fois cette structure prise initialement sur deux dimen-
sions. Ce qui s’écrit alors T= B(x) + 7 R%(y). C’est 1 ce que nous appliquons 2
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Pespace réel de Minkowski. Nous obtenons un domaine tubulaire au-dessus de
ces cones qui est 'espace de Minkowski complexifié. M€ = M*+UMU M¢- M
Pespace réel de Minkowski est la frontiére distinguée des domaines tubulaires
complexes M_

La complexification permet d’explorer le fait de mesurer en le considé-
rant sous I'aspect de ces formes d’impossibilité mathématisées que permettent
les extensions complexes. Ou bien inversement il est possible de donner une
signification a la forme d’extension de notre maniére d’appréhender mathéma-
tiquement, cette forme d’extension correspondant 4 une extension par les nom-
bres complexes.

La théorie des torseurs dont les origines s’expliquent pour une grande
part par les paradoxes EPR, donne des descriptions des notions physiques fon-
damentales. Je vais simplement vous donner ’exemple des équations de Maxwell.

Elle propose une desctiption non locale de 'espace-temps dans laquelle
les rayons lumineux sont représentés par de simples points. C’est cette non-lo-
calité spatio-temporelle qui la relie 2 la non-localité quantique des situations EPR.
Elle repose fondamentalement sur les nombres complexes et la géométrie qui
leur est associée.

De facon générale, la métrique de Minkowski, métrique hyperbolique,
sépare I’espace réel sur lequel elle est déployée en différents cones. Faisons une
remarque sur ces fameux cones. Il me semble qu’ils remontent 2 une tradition
d’utilisation de forme de généralisation (Desargues) des figures géométriques
pour déctire et construire méme les formes de notre subjectivité. C’est Leibniz
qui a développé ce mode de construction, usant du sommet du c6ne pour pla-
cer le regard synthétisant de la monade. Le passage d’une monade 4 une autre
étant en tout cas impossible depuis intétieur de I'une d’elle — elle est sans por-
tes ni fenétres.

Ajoutons pour les géométres le fait que le céne décrit un mode de dé-
ploiement ou le déplacement vertical — dans une direction — contrble le dépla-
cement qui lui est perpendiculaire et reste citculaire. C’est la raison de la richesse
de ses sections. Le cOne est & méme grice i sa géométrie de décrire des formes
de cléture subjective — comme la sphére — mais aussi de situer ces subjectivités
les unes pat rapport aux autres. La métrique hyperbolique installe ces formes
de synthése et de séparation. Vous avez les cones de lumiéte qui sont donnés
pat les équations du cbne et les événements, quant 2 eux, vous sont donnés
.comme événements particuliers (ptésent, passé et futur) dans chaque cone.

Quelle est la signification de cette situation monadologique? Edding-
ton qui fait objet de la thése complémentaire de Jacques Merleau-Ponty déve-
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loppe des idées similaires. (C’est aussi le point de vue de Milne). Sut le plan de
la conception “cosmologique” nous sommes des suites d’événements
monadologiques dont aucune ne peut interférer, mais qui contribuent de leur
point de vue 2 la beauté du tout (Leibniz).

Passons maintenant a la complexification de cet espace de Minkowski.
Il s’agit de voir R* comme une partie de C* Cette opération est mathématique-
ment tres puissante. On colle au-dessus de ces cones réels des tubes qui permet-
tent des les voir comme une partie imaginaite de ce grand espace complexe.

On remarque que toujours dans une telle construction subsiste la forme
géométrique cette fois rendue bien abstraite, qui permet i travers sa propre géo-
métrie de réorganiser 'espace. Vous avez donc un céne au-dessus duquel vous
collez un voisinage tubulaire, un tube. Par exemple une bande de C est un tube.
Comme on est ici dans plusieurs variables complexes (2 la fois) il faut trouver
un moyen géométrique de travailler cette pluralité. Or il est des formes géomé-
triques qui permettent — quand elles sont abstraites — ce déploiement, sorte de
repliement éclaté des formes intuitionnables sur celles qui ne le sont point. La
représentation passe ici par la forme abstraite de ’équation qui répéte littérale-
ment la construction visible du tube (cylindte).

Lorsque I'on a complexifié 'espace de Minkowski, on a gagné une nou-
velle situation de celui-ci. Comme R dans R(j). L’espace réel de Minkowski cons-
titue alors la portion commune des frontiéres des domaines tubulaires au-des-
sus des cones.

Je donne encore un exemple de complexification. Pauli a eu l'idée de
représenter les points de ’espace réel M par des matrices. Ces matrices sont
hermitiennes et ont leurs termes construits de telle maniére que leur détermi-
nant soit le cone sur lequel on travaille: ||x||2. Pour ce faire on a été obligé de
passer par le complexe, qui sert ensuite a2 nous ramener dans ’espace réel.

I
XO +X1 X, +1X3

—_— . 1 = 2
X= X, —ix; Xo- le ; On constate facilement que det X = ||x||

Lotsque I'on prolonge a C# la tranformation de Pauli

Zy+2, Z,+iz
Litzy 21,2029 > |5, _ iz, 247,
on constate qu’elle agit sur les domaines tubulaires de maniére a les envoyer dans
un autre domaine de C* qui soit un cadre de travail, ce qu’on appelle un polyplan
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supérieur généralisé (demi-plan de Poincaté). On a représenté les points de c*
par des matrices 2-2. Soit Z* = (ZJ—'k) la transposée conjuguée de la matrice Z;
on pose

Im Z = 1/2i (Z-Z*)

On appelle demi-plan supérieur généralisé le domaine

H= {Ze C*:Im Z >0}. Soit

H=(ZeC*:

Za-F21
\ 21

Y22
4

On constate que cette matrice est hermitienne, les inégalités et égalité

Y11 >0, Y11Y22—%|Z12‘Zz1 >0
1 - 2
yuya-y |Z13—2z2 [°=0

Vi1 >0, C= (Y11~ Yo'~ Y12’ =Ya1” >0}

définissant le demi-plan supérieur et sa fronticre.

Que signifie cette représentation? C’est d’abord une simple organisa-
tion des coordonnées. Mais c’est aussi une fagon d’encadrer les éléments qui
sont placés en position particuliére accessible sur cette matrice (sur la diagonale
principale les éléments sont réels et les symétriques par rapport i cette diago-
nale sont conjugués). ‘

On peut remarquer encore ce que signifie cette concentration concep-
tuelle, la conjugaison des éléments dans le corps des complexes est une fagon

z01]
Zy

est la représentation matricielle des points de Ctonalm?Z =

de conserver ’extension dans C.

Si1Z =
Zyo

1
E(Z_Z*)= b Yp=Imzy
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On a comme vu ci-dessus un matrice hermitienne et les signes > et < ex-
ptiment le fait que cette matrice soit positive ou négative. On remarque que I'espace
M se transforme pat cette application L en un ensemble de matrices hermitiennes
Z pour lesquelles Im Z = 0, soit en un plan { Yoo= Y11= 0> 291 = 219 } C C4, de
dimension réelle 4. On ne fait plus de distinction entre M¢ et L(MC).

I1I. La compactification

On est amené i étudier ce qui se passe trés loin de Iorigine des coot-
données. On cherche donc 4 achever C. On lui adjoint ce qu’on appelle un point
a l'infini. Comme on peut étre amené 2 adjoindre des droites de P'infini 4 des
espaces de dimension plus grande. On a alots affaire 2 une fermeture de l’es-
pace, qui nous permet de ramener les problémes 2 'infini 4 des problémes qui
se cherchent sur des parties finies. Cette opération se nomme opération de
compactification.

Cette opération de compactification est une facon de traiter de I'infini
comme s’il était fini. C’est de fait en un certain sens I’exploitation de la nature
conceptuelle de ce qu’est une spheére, une fagon de conceptualiser la sphere.
L’univers a toujours été congu comme sphérique, la forme du tout a longtemps
été introduite dans la réflexion philosophique comme celle de la sphére. On peut
affirmer que ’opération de compactification ici, le passage au projectif est aussi
une des formes que peut prenrde la synthése. Dans une réflexion cosmologique
elle se manifeste sous deux formes

D’une part du c6té du tout: il faut pouvoir se donner une représenta-
tion du tout et nous avons les modéles de type sphérique ou projectif du tout.
D’autre part et c’est souvent méconnu, il y a ce que j’appellerai une réflexion
locale cosmologique: le fait que I'on utilise comme outil des formes globales
cosmologique comme si le tout ressurgissait — comme le montre Hegel — dans
ses élements ou dans ses parties. C’est le cas de 'opération de compactification
généralisée.

Penrose 2 inventé ce que I'on pourrait appeler une compactification gé-
néralisée. Dans un premier temps on considére donc le compactifié d’un plan
complexe, soit C auquel on ajoute-un point a I'infini. Les espaces projectifs sont
tous construits de cette manicre.

On a ainsi P3 qui 'espace projectif de dimension complexe trois. Qui
est obtenu 4 partir de la compactification de C3. On peut I'obtenir en identi-
fiant des points antipodiques de la sphére S3 réelle. Le but est de ttavailler sur
des points de cet espace, qui sont alots des objets géométriques de dimension

épistémologiques

=
—

Vol. L, n. 1-2, 2000




262 épistémologiques

appropriée. Une droite de P? c’est un espace projectif de dimension 1. Ou en-
core un cercle sur la sphére $3 Ou encore un plan complexe compactifié.

Penrose considére toutes les droites de P3 3 la fois. Cet objet géométri-
que est muni de structutes trés riches. Et il est compact, il récolte la compacité
de ses éléments. On peut parfaitement dire ce que sont ces structures et ce que
sont les éléments. Ce que fait Penrose c’est d’inclute le complexifié de Minkowski
dans un tel espace compact.

Par cette opération il colle a linfini de ’espace réel de Minkowski le
cone réel de R*

Cette opération est décrite d’abord matriciellement, comme une condi-
tion sur le déterminant de la matrice qui teprésente un point du grand espace
compact. Il faut remarquer que Minkowski hérite du résultat de 'opération de
compactification de ’espace constitué de toutes les droites complexes de P>
Mais que ’opération teste structurellement la méme. On réunit a un espace fini,
un autre espace qui était a I'infini. Cette “réunion” consiste a rendre possible
dans la figure méme la considération de points a infini.

Il est remarquable que cette partie 4 I'infini nous soit donnée par des
conditions portant sur les coordonnées de I’espace que 'on construit. Il existe
une maniere de se déplacer dans un espace ainsi donné qui laicise le point a I'in-
fini. Il y aura une partie d’espace ou il se trouve qui nous donnera acces 2 lui.
L’opération d’ajolt de parties a I'infini est une opération dont les effets se tra-
duisent partout dans la géométrie de ’espace projectif construit.

IV. Remarques sur I’idée de transformation intégrale
a 1a base de la théorie des twisteurs

L’idée de Penrose est donc d’utiliser de fagon systématique cette
compactification généralisée. Il s’agit de replier espace compact sur ses €lé-
ments. A cause de 'importance des structures diverses qu’il nous livre. A cha-
que point de cet espace on peut faire correspondre une droite projective. On
passe donc de ’espace de Minkowski projectif complexe (compactifié complexi-
fié) a I’espace projectif de dimension trois qui lui est sous-jacent. Les points de
cet espace sont appelés twisteurs. Cette méthode générale consiste a reprivilégier
au sein de la structure générale, comme ensemble en tant que tel de droites de
P3, une droite correspondant 4 un point quelconque de I'ensemble général. En
particulier on peut ainsi obsetver les points de 'espace de Minkowski.
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A un point on peut associer une droite. Remarquons bien qu’un point
de I’espace dont on part est représenté par des conditions sur ’ensemble des
droites de P3 en tant que tel. Il faut bien noter qu’une droite de P3 est une droite
complexe projective notée P! que 'on appelle sphére de Riemann. Une sphére
de Riemann est un espace complexe de dimensionl, C que I'on a complété par
un point a 'infini comme vu. Ces conditions se traduisent par des expressions
matricielles.

On munit cet ensemble, appelé grassmannienne, d’une structure de va-
rieté complexe. Un point de cette variété, donc une droite projective peut s’éctire:

>
Z=L

! \

0

oh—l

E
Z}= Zyy Zy | l’ensemble de ces matrices est la partie affine de cette
/

variété.
Ziwo Zn,

Les points de la variété grassmannienne se représentent par des classes

o
. 1 . ) , . -
de 4x2- matrices Z = ( Z, ) deux matrices Z’ et Z étant équivalentes s’il existe une

matrice C d’ordre 2 telle que Z’= ZC. Les points de la partie affine de cette
vari€té se représentent par des matrices Z avec det Z, = 0. Car on retrouve ainsi
facilement la forme 7Z La condition det Z, # 0 posséde une interprétation par-
ticulierement intéressante. Nous avons inclu ’espace complexe de Minkowski,
M¢€, dans la variété grassmannienne qui est compacte. De la méme facon que
’on compactifie C en ajoutant un élément 2 'infini {oco}. les points de la partie
affine de la grassmannienne auxquels on ajoute cette condition sont les points a
Pinfini de la variété. Ce sont ces points que I'on colle a I'infini de C* par cette
compactification. Si on revient en réel, a ’espace réel M on ajoute ’ensemble
des matrices pour lesquelles det X = x,2 x,2- x,2 - x,2 = 0, on colle a l'infini
de cette facon un céne de R* On ne s’intéresse pas 4 C* tout entier mais 2 la
partie M€. On met en évidence cette partie de la maniére suivante.

Comme la transformation de Pauli envoie les domaines tubulaires MC+
et - dans les demi-plans supérieurs et inférieur H+ et - i.e. {Z; ImZ>0 et <0}

on construit les domaines

~

(Z; Im E> 0 ou <0 1l suffit de construire Papplication @ telle que
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(0 -ig) |E L "
I =—1(Z-Z*)=2ImZ 7* est la transposée

®Z)= (BZ% ‘iE 0

\ V.

conjuguée de Z. On obtient donc MC™ et - qui sont les compactifiés de M€ + et

On a de méme M ={Z e G(3, 1); §(Z) = 0}; (G(3, 1) étant la variété

grassmannienne, ensemble des droites complexes de P2

Les points de cette variété peuvent donc étre interprétés comme des
droites complexes ou comme des plans de C* (dimension complexe 2 dans un
espace de dimension complexe 4). Pour les points de la partie affine
représentables par les matrices 7, les plans sont de la forme

4 : N
-1 0
0 1
w=A + U
Zgo Z) .
- 2 | W étant un vecteur colonne (w;) et A |t des paramétres com-
10, 00 )

plexes. On obtient facilement les équations développées d’une droite projective
correspondant 4 un point 7

Penrose passe de I’espace complexe de Minkowski 4 un espace projectif
complexe dont les points s’appellent des twisteurs. La tranformation de Penrose
associe 2 tout point

Z e M® la droite projective correspondante 1 c P? (PT),

ou encore la sphére de Riemann correspondante. On munit ensuite 1’es-
pace des twisteurs d’une forme hermitienne. On voit aisément que cette forme dé-
finit dans P3 (= PT) une hypersurface réelle N (dimension réelle 5) qui partage P3
en deux domaines D + et -.

O(W) = WHw = i(WyW, +WiW3 — Wowy —Wyw3) =2 Im(WWy + Wi W)

cette hypersurface réelle N = {w; Im(woW;, + w;W;3) = 0}. On montre que la trans-
formation de Penrose associe aux points 7 ¢ ¢, des droites entiérement con-
tenues dans les domaines D des twisteurs positifs et négatifs et aux points de
M des droites de ’hypersurface N des twisteurs nuls.

Dans I'espace C* on peut déterminer comme précédemment des cénes,
dits cones de lumiere complexes. Ceux-ci sont déterminés a partir de condition
d’intersection des droites images de la transformation de Penrose. Si p(Z0) = 1,
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est I’ image de Z0 et les images p(Z) =p(Z° + V) celles des points Z0 + V, cou-
peront 1, si et seulement si det V = 0. L’hypersurface complexe

C, ={Z= Z0 4 V: detV = 0/ s’appelle cone de lumiére complexe.

Et sur ce céne on peut différencier deux familles de plans différents.
La transformation de Penrose agit sur ces plans. Leur associant pour les uns un
point de P? (= PT, twisteurs) et pour les autres un plan de P’espace des twisteurs,
un point de espace conjugué des twisteurs (P3)*

On restreint le cone de lumitre complexe 4 sa partie réelle, on appelle
cone de lumiére réelle. Les points de ce cOne sont situés 2 une distance nulle de
son sommet, d’ou son nom de céne d’isotropie.

Le cone réel est composé de droites réelles appelées rayon de lumiére.

Vous voyez comment un twisteur est I’équivalent ponctuel et non local
d’un plan du coéne de lumiére. Et I'image d’un point du rayon de lumiére par la
transformation de Penrose est une droite de ’ensemble des twisteurs nuls.
Qu’est-ce qu'un twisteur nul? C’est un point qui est situé sur une certaine sut-
face réelle de I’espace des twisteurs. Dans cet espace on introduit en effet des
instruments qui permettent d’ordonner les éléments.

On s’est donné les moyens d’observer dans un autre espace mathéma-
tique les cones qui concentrent les événements.

La tranformation de Pauli complexe qui permet d’écrire en coordon-
nées sur la variété grassmannienne ’application est ce qu’on appelle aussi la re-
lation d’incidence qui établit cette correspondance ou transformation de Penrose.
On peut écrire cette relation a I'aide de la notation spinorielle.

On a commencé a batir une théorie quantique des twistors. On se donne
une fonction d’onde des twisteurs a valeurs complexes définie sur ’espace des
twisteurs. Penrose explique que n’importe quelle fonction f(Z) n’est pas a priori
une fonction d’onde mais utilise la propriété d’holomorphie pour caractériser
une telle fonction. De la méme fagon il donne une description de {(Z) dans ’es-
pace-temps. Elle s’obtient au moyen d’une intégrale de contour et 1a encore la
contrainte d’holomorphicité des champs de twistors code pour les équations du
champ.

C’est pourquoi cette méthode géométrique permet ausi de résoudre et
de classifier les équations de I’électromagnétisme et de 'optique géométrique.
En associant 2 chaque droite donnée par I'application dans les twisteurs une
opération sur celle-ci qui permette de donner des équations de Maxwell une re-
présentation: on effectue une intégration le long de ces droites. Cette fois la
transformation qui donne des solutions des équations différentielles une re-
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ptésentation intégrale est une méthode absolument générale de géométrie inté-
gtale. On peut comprendre qu’une opération d’intégration anticipe sur des so-
lutions d’équations différentielles.

Il est simple de remarquer qu’une intégration c’est d’abotd une forme
d’anticipation, et qu’elle renoue avec les anticipations que Kant avait tenté de
thématiser dans I’analytique de la Critique de la Raison Pure.

Pourquoi un tel cadre pour les équations de Maxwell, qui peut étre dé-
veloppé encore pour d’autres équations différentielles importantes de la physi-
que mathématique. Je dirais sans ’expliciter que c’est patce que cette géométtie
s’est développée comme cadre de conception des formes de solutions aux limi-
tes. C’est le mode de compactification complexe qui explique la puissance de
cette classification.

V. Quelle en est la place dans la cosmologie?

Comme je I’ai souligné il s’agit d’'une des formes de totalisation donnée
a travers cette opération centrale de compactification.

Il en est de méme pour les modéles cosmologiques qui sont 2 la base
de la recherche de I’évolution de la métrique globale de 1’univers.

Vous comprenez bien qu’il serait facile de dite que comme il faut anti-
ciper sur I’évolution de I'univers, nous avons affaire 4 une sorte de systéme dif-
férentiel total. Que nous donnent les équations d’Einstein. Cest plus difficile.
I1 faut pourtant une sorte de principe anthropique. Par lequel nous remontons
aux questions initiales de la métaphysique.

“Le résultat fondamental de Penrose et Hawcking consiste
en un théoréme d’existence nécessaire de singularité. Ils démon-
trent qu‘ une singularité doit étre présente pour autant que
soient vérifiées trois conditions. La premiére porte sur la struc-
ture causale de 'univers; la seconde sur le contenu énergétique;
la troisiéme exprime que la gravité doit étre suffisamment

intense.”?

2 Lachiéze Rey M., Présentation de “La nature de I'espace et du temps”. S. Hawking R. Penrose, trad.
E. Balibar, NRF, 1996.
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Si comme le souligne le méme auteur on peut considérer 'espace-temps
comme tissé par 'ensemble des géodésiques, connaitre ces géodésiques et la
sttucture qu’elles dessinent cela permet de savoir quelle région de 'univers peut
influencer telle autre. C’est ainsi que I’on a affaire la structure causale de l'uni-
vers. Selon la relativité générale c’est le contenu énergétique de 'univers qui
détermine(au moins partiellement) la structure de ’espace-temps.

D’aprés ’énoncé de Penrose 'univers en expansion entraine la présence
d’une singularité dans le passé. C’est pout examiner dans un cadre mathéma-
tico-théorique suffisamment puissant la nature de ces singularités que Penrose
a developpé sa théorie twistorienne. Il en patle comme d’une idéologie.

La structure de 'univers est décrite a I’aide d’un concept mathématique
appellé tenseur de Riemann de Pespace-temps lié 4 sa courbure. Penrose le dé-
compose en deux parties qui s’additionnent le tenseur de Ricci et le tenseur de
Weyl. Selon Penrose la partie “Ricci” exprime une structure globale et relatuve-
ment réguliére et la partie “Weyl” rend compte des éventuelles irrégularités3 Le
big bang extrémement régulier se décrit donc avec tenseur de Weyl nul. L’hypo-
thése de 'annulation du tenseur de Weyl est liée au nom de Penrose*

Comme la courbure de Weyl devait valoir zéro aux singularités du passé
et que la variété d’espace-temps est quasi conformément plate la théorie des
twistors y est trés bien adaptée. On se trouve dans la situation ou ’holomorphie
exprime les équations du champ. Mais Penrose explique qu’il veut suivre
I'idéoléogie twistorienne méme si la description se complique avec Penvahisse-
ment de la courbure de Weyl c’est-2-dire avec ’écoulement du temps. 11 ajoute
méme que c’est 'idéologie twistorienne qui le fait pencher pour un modéle d’uni-
vers ouvert, modeéle d’univers avec k<0. K mesure la force du champ de gravi-
tation sur ’horizon des événements® Sa préférence pour k <0 vient de ce que
le modéle twistorien holomorphe continue de fonctionner (le groupe de symé-
trie de la singularité initiale est holomorphe).

La question qui reste encore ouverte est de savoir en 'occurrence si la
logique intrinséque de la théorie permet de trancher sur la pertinence d’'un mode-
le physique. A ce niveau de généralité, la réponse ne peut qu’étre idéologique
comme l'indique Penrose. Cependant il devient clair que la structure mathémati-
que de la théotie joue un role heuristique dont nous avons déja vu les raisons.

3 Ibidem, p.75 et Metleau-Ponty, |. Cosmologie du XX siécle pour les modéles classqines, Friedmann Lemai-
tre, Robertson et Walker.

4 Lacheze-Rey, sbidem.
5 Hawqking et Penrose, /bid., p. 63 et ss.
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