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Resumo: Em 1761, Leonhard Euler (1707-1783) publicou um tratado escrito em Latim com
o titulo “Tentativa de uma teoria da friccao dos fluidos, ” no qual ele assumiu que, similar ao
atrito solido, a friccdo nos fluidos é proporcional a pressdao. Diversos experimentos foram pro-
postos por Euler para derivacio de um fator de friccdo, com o objetivo de confirmar experi-
mentalmente suas equagdes. Em seu tratado, foram apresentadas descri¢des detalhadas de cinco
diferentes problemas de descarga, levando em conta a perda de carga em condutos. No apéndice,
¢ dado um exemplo de célculo da altura do jato de uma determinada fonte, alimentada com
condutos de diferentes areas de secoes transversais.
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Attempt at a Theory of the Friction of Fluids

Abstract: In 1761, Leonhard Fuler (1707—1783) published a treatise written in Latin with the
title “Attempt at a Theory of the Friction of Fluids,” in which he assumed that, as is the case for
solid friction, fluid friction is proportional to pressure. Several experiments were proposed by
Euler to derive a friction factor, which were intended to experimentally confirm his equations.
Detailed developments of five different problems of discharge were presented in his treatise,
considering the loss of head in the conduits. In the appendix, an example is given of the calcu-
lation of the jet heights of a particular fountain, fed with conduits of different cross-sectional
areas.
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Tentativa de uma teoria da fric¢do dos fluidos

SUMARIO?

Virios experimentos atestam que os fluidos sofrem certa fricgao, enquanto sdo transpor-
tados através de canais, e tanto que os Fisiologistas nao hesitam em atribuir o calor animal a
friccdo que afeta o movimento do sangue; mas isto, no entanto, de modo nenhum foi até agora
satisfatoriamente provado, contudo ¢ certo que, se a agua for desviada para fontes de jatos d’agua
através de longos canais, o seu movimento ¢ ndo pouco retardado por causa da friccdo, por isso
que a altura do jato tanto mais se afasta da altura da agua no reservatério, quanto mais longo for
o curso e mais estreitos os proprios canais. Além disso, ndo ha davida de que esta friccdo e a
friccao dos corpos sélidos sigam leis similares, podendo ser consideradas como sélidos as me-
nores particulas fluidas escoando junto das laterais dos canais, por causa disto a fricgdo que é
observada deva ser sempre estimada proporcional a pressao. Visto que verdadeiramente as par-
ticulas dos fluidos sio muitissimo escorregadias, a friccdo delas deve ser sem duvida estimada
muito menor, do que nos solidos, para a qual também isto convém que se concorde, que nos
fluidos, somente as particulas consideradas tangentes as laterais dos tubos sofram fric¢io, en-
quanto que proximo aos interiores, estas podem fluir livremente, donde é necessario que o efeito
desta friccdo torne-se muito menor. Mas visto que acontece desta maneira, ja que em qualquer
secdo do tubo as particulas interiores sio movimentadas mais rapidamente que aquelas que estio
contiguas as laterais, ¢ derrubada a hipétese vigente, para a qual a teoria do movimento dos
fluidos através dos tubos de escoamento ¢ construida, posto que as conclusdes imediatamente
deduzidas do cilculo se afastam muito da verdade. Pois estas sdo transmitidas pelo muito Fa-
moso Euler nesta dissertacio a respeito da fric¢do através dos tubos que escoam agua; na mesma,
o proprio Autor apregoa simples como certa e consentinea a verdade; mas antes existe todo um
estudo diante da tentativa de investigacio desta friccdo na natureza, com a qual quer fornecer
uma facilidade aos escrutinadores da natureza, tanto através de experimentos, como através de
calculos acurados. Portanto, assume a conhecida hipétese, pela qual, em qualquer sec¢ido do tubo,
a agua é colocada para ser levada a diante com movimento uniforme e ainda estabelece ser sub-
metida a friccdo proporcional a pressao da agua contra os flancos do tubo, que, no entanto, a
partir de certos experimentos grosseiros, considera mil vezes menor que nos sélidos, para a
mesma pressdo. No entanto, primeiro observa que nos tubos cilindricos o efeito da fricgdo é
duas vezes menor, do que nos tubos de mesma amplitude, cujas sec¢des sao quadradas. Entio,
verdadeiramente, determina a diminui¢ao do movimento da 4gua através de quaisquer tubos se
verticais ou se inclinados em rela¢do ao horizonte e define os limites em todos os casos, tanto
no comprimento dos tubos, quanto das estreitezas dos mesmos, onde o movimento da dgua
diante da friccdo é contido internamente, de sorte que estes mesmos limites possam ser facil-
mente explorados através de experimentos, daqui especialmente ¢ obtida uma forma conveni-

ente de completar a teoria da friccdo dos fluidos por meio de experimentos.

Além disso, o Autor adapta esta teoria ao curso das correntes até entdo® nao pouco im-
perfeita (pag. 1984, onde observa que a dgua vai se estagnar, a nido ser que a declividade da
corrente supere certo limite em presenca de dada profundidade do leito: de tal maneira que as-
sumida a mesma medida da fricgao, a qual alguns experimentos grosseiros pareciam aconselhar,
cessaria de fluir a corrente da qual a profundidade seja 25 pés e a declividade do leito para uma
distancia de 1000 pés fosse menor que 9 polegadas® mas se a profundidade for 15 pés, ¢ sufici-
ente para o escoamento, que diante de uma distancia de 1000 pés, a declividade supere meio pé:
aqui também ¢ constatado que o efeito da friccdo ¢ demasiadamente grande.

2 O Sumario foi introduzido em 1761 pelo editor das Memorias da Academia de Ciéncias de Petersburgo (Russia), em 6
(1756/7), 1761, pp. 338-388. Sumario ibidem p. 29 - 32. (N.E.).

3 Edigao primeira: ‘teoria também até entdo’. Baseado na versio do sumario contido no manuscrito desta edi¢io. A.S.
Nota do Tradutor: presume-se que A.S. seja Andreas Speiser, um dos produtores da Reproducio de 1954.

4 Nota do Tradutor: Caso IV.

5> Nota do Tradutor: esta estimativa de declividade esta incorreta, se tiver sido baseada na equacio do pardgrafo 91, pois

para a profundidade g = 25 pés, esta equagio fornece: z > % = 0,3 pé = 3,6 polegadas de declividade. Por outro
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E anexado o apéndice (pag. 204) acerca das fontes de jatos d’agua que para tal, esta teoria
foi aplicada e, quanto pode ser feito a partir dela, mostrando claramente, para qual altitude a agua
sera projetada para o alto nas fontes deste tipo, sendo conhecida a elevagao do reservatorio e
ndo a amplitude tampouco o comprimento. Também aqui é principalmente apropriado de notar
como calculamos o efeito desta friccdo também dependendo da pressao da atmosfera, de tal
modo que o efeito da fric¢io seja aumentado igualmente com a pressdao da atmosfera aumentada:
razdo pela qual se a 4gua é desviada através de canais para fontes de jatos d’agua, se deve consi-
derar este singular fenémeno local, que a agua seja projetada mais alto, quanto mais baixo man-
tenha-se o mercurio no baré6metro.

Finalmente (pag. 207) ¢ juntada uma longa tabela, da qual diante do comprimento e am-
plitude dos canais, se pode definir facilmente a altura para a qual a agua ¢ elevada, para qualquer
altitude da agua no reservatorio, onde em geral sera util ser notado, que quanto mais longos e
simultaneamente mais estreitos forem os canais, através dos quais a agua ¢ derivada, maior serd

o prejuizo na altura de qualquer fonte.

Portanto, para as fontes de jatos d’agua a serem construidas, importa bastante que o re-
servatdrio seja estabelecido mais proximo e simultaneamente que sejam adotados os tubos mais
amplos. Verdadeiramente, além disso, ¢ prontamente advertido, que esta teoria precisa de cot-
recio, que dificilmente sera posta adiante com sucesso, antes de avaliar os muitos novos experi-
mentos que com muito cuidado tenham sido planejados, que mais adiante ¢ inteiramente con-
veniente, na qual tanto os Fisicos como os Geometras empreguem as suas for¢as com todo o

estudo.

Tentativa de uma teoria da fric¢io dos fluidos

L

1. Uma brilhante experiéncia confirma, que a agua, enquanto através de canais é movida
para frente, ndo sofre pouca diminui¢io do seu movimento, sendo que esta é tanto mais notavel,
quanto mais longinquos tenham sido, e simultaneamente mais estreitos, os canais deste tipo. E
também esta diminuicdo de movimento ¢é percebida em primeiro lugar nas fontes que vertem,
junto as quais a agua através dos tubos, ou canais é conduzida; devendo desta forma, conforme
a Teoria do movimento dos fluidos, a 4gua inteiramente para a mesma altitude afluir, a partir da
qual escoando em dire¢do ao orificio tinha cafdo da fonte, entretanto a experiéncia atesta que
esta altitude ela nunca atinge, mas a partir desta ela costuma a afastar-se mais, quanto mais longo
o percurso pelos tubos tenha completado, e quanto mais estreitos tenham sido aqueles tubos.

2. Embora por causa disto a Teoria por muitas praticas nio costuma parecer um tanto
suspeita, ainda que ela seja suportada com os certissimos principios da mecénica, a sua verdade
por causa deste dissenso é muito pouco debilitada, mas antes a causa desta aberracdo para estes
tipos de circunstancias convém ser procurada, as quais na Teoria nio tém sido devidamente
consideradas. Se porventura em realidade a 4gua em seu movimento encontre impedimentos
deste tipo, dos quais na Teoria nenhum calculo tenha sido considerado, ndo ¢é surpresa, se o
resultado da Teoria muito pouco esclareca.

lado, de acordo com esta mesma equagio, a menor declividade para que a dgua escoe z = 9 polegadas = % pé, setia

para a profundidade de 10 pés, e ndo de 25 pés.
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3. Mas se, por outro lado, esta diminuicdo de movimento, que a agua sofre nos tubos,
noés examinamos cuidadosamente, sem que nenhuma davida seja deixada para tras, porque entdo
nao seja esta iniciada pela fric¢io, ou pelo atrito da 4gua contra a parede do tubo. Quando efeti-
vamente corpos solidos, 2 medida que sao movidos sobre planos ainda que polidos, encontrem
consideravel resisténcia devido a fric¢io, efeito similar no movimento dos fluidos, enquanto nas
paredes dos tubos, através dos quais transitam, sdo atritados, deve originar-se (a fric¢io), de onde
o movimento do fluido seja retardado: de onde também ¢ imediatamente percebido, este retar-
damento deve ser tanto maior, quanto maior a extensio que a 4gua seja obrigada a percorrer nos

tubos, e 20 mesmo tempo quio estreitos tenham sido esses tubos.

4. Ainda que, no entanto, ninguém a tenha facilmente negado, porque entdo o movi-
mento dos fluidos nao seja da mesma maneira submetido a fricgao, e até mesmo a maior parte
dos Autores que anteriormente deram atengdo ao mencionado enfraquecimento do movimento,
atribuam o mesmo pela evidente friccido, entretanto nenhum deles, tanto quanto certamente
consta para mim, ou determinou as leis desta fric¢do, ou pelo menos tenha tentado investigar.
Tanto, por causa disto, seja esta determinacdo de grande importincia, caso queiramos aplicar a
Teortia na pratica, quanto por causa daquelas grandes dificuldades que esteja envolvido oferecerei
esta obra, de tal maneira que a matéria a tratar possa ser feita, por conta das forcas que eu des-

cubra e que eu esclareca.

5. E primeiramente na verdade, ndo existindo nenhuma duvida, de que as menores par-
ticulas dos fluidos possam ser retidas sobre sélidos, elas, enquanto avangam proximo a lateral
dos tubos, e por af quase comprimem, devem sentir o efeito da friccao; e também as leis desta
friccdo exatamente similares existirdo para elas, as quais no movimento dos corpos sélidos sio
observadas, ainda que se a magnitude da fricgao, por causa da maior lubricidade das particulas
fluidas, sem duvida seria muito menor.

6. Nos corpos principalmente nos sélidos observamos, a fric¢do, que se distribui por
qualquer caminho sobre uma supetficie, sempre dada a segurar em proporcio a forga, que por
af comprimem a superficie, de tal forma que nem a forma dos corpos, nem a extensio da base,
que toquem a superficie, nenhum que confira aumento ou diminui¢ao da fricgao. Deste modo
com experimentos foi verificado, se quaisquer corpos cairem sobre superficies lenhosas, ou me-
talicas, contanto que nao muito notavel aspereza esteja presente, a fric¢do da quarta e sucessiva-

mente da terca parte da forga, as quais contra estas superficies comprimem, eram as mesmas.

7. E, portanto, visto como certo, que ¢ valida similar lei da fricgdo nos fluidos, de tal
forma que para qualquer porcdo do fluido a fric¢do tenha certa proporcio, diante da forca, que
esta porcao do fluido contra as laterais do tubo, através do qual escoa, é comprimida: e aqui o
calculo por meio dos experimentos devera ser explorado, o qual talvez possa ter sucesso em
variacoes diversas, como tubos diferentes e também com matéria diferente que tenham sido
produzidos. No calculo, por conseguinte, sera conveniente assumir que esta (a matéria) é inde-
finida, a fim de que ela mais tarde através dos experimentos, para os quais a Teoria sera aplicada,
possa ser determinada.
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8. Se entdo nds colocamos (Fig. 1) a massa da dgua pata escoar através do tubo ABCD e
as paredes internas do tubo sobre o elemento MNmMn pela 4gua com certa forga é premido, tanto
mais fossem (as paredes) pressionadas, se sob a d4gua quiescente imersa estivessem na profundi-
dade = p, esta profundidade explicara o estado de compressao da agua que estara aplicado con-
tra o elemento MNmn. Mas se entdo U exprime o perimetro da se¢do do tubo feita em MN e
ds a extensio Mm do elemento MNmn, serd a supetficie interna deste elemento = uds e,
portanto, a pressdo, a qual aquela superficie suporta, sera equacionada para o peso do volume

de dgua = puds.

9. Ja a friccdo, a qual o elemento de agua MNmMn sofre no seu movimento através do
tubo, tendo uma dada propor¢ao em relagio a forca de compressdo, sera indicada a forga de
friccao por meio de Apuds, onde A pode ser facilmente coletivel na fricgdo de pouca importin-
cia, cujo valor deve ser determinado através dos experimentos. Desta forma, portanto, com forca
= Apuds seri contido o movimento do elemento de 4gua MNmMnN, e seja a massa do elemento,
dada pela amplitude do tubo dentro de MN = zz, = zzds, seti o tal retardamento originado
pela friccdao

Apu
=

10. Consequentemente ponderara a fric¢do tanto o tamanho como a forma da cavidade
do tubo: se para a secdo do tubo em MN fixemos que fosse feita retangular, com um lado sendo
= m, outro = 7N: serd o perimetro delau = 2m + 2n, e com irea zz = mn, de onde para
este caso serd o retardamento

2Ap(m + n)
h mn '

e se a se¢do seja quadrada, ou m = n, serd o retardamento

_4p
=—

Mas se, no entanto, seja circular, possuindo raio = n, por isso
u=2nn e ZzZ = mnn

sera o retardamento
2Ap
_—

11. E se por causa disso, posto que principalmente como ¢ de costume, a se¢io do tubo

seja circular e de sua area em MN seja colocada = zz, serd o raio delan = z/Vm, de onde o

retardamento, originado pela friccdo, revela
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_2/1p\/1t
=—

Sendo, no entanto, ™ = 3,14159265 este nimero poderid ser combinado conjunta-
mente dentro de 24, entdo a fim de que o retardamento originado pela friccio possamos expri-
mir por ap/z: que em presenca de expetrimentos, os quais na verdade de tal maneira sio insti-
tuidos aos tubos, tornard o valor do préprio @ conhecido, e sem muito recupera daf o préprio

valor de A = a/2Vm.

12. Portanto em relacio ao efeito da fric¢do para onde quer que seja necessario investigar
delimitando a queda da pressdo, a qual a agua apresenta em todos os lugares nas laterais: ou o
estado de compressao da agua em todos os locais do tubo se deve definir. Mas estando pendente
o estado de compressao da velocidade, a velocidade na realidade seja diminuida pela fric¢ao e
por esta razao ndo seja possivel sem ser ela (a velocidade) conhecida, é evidente esta investigagao,
segundo os bons costumes junto aos Analistas, é dever ser estabelecido, sem duvida a fim de
que as grandezas desconhecidas no calculo bem como as conhecidas sejam tratadas.

13. Portanto eu remontarei esta investigacio desde os primeiros principios da mecanica
com a qual se possa compreender facilmente a verdade das conclusées a partir desse momento
deduzidas. Seja entdo (Fig. 2) um vaso no alto em AB constantemente cheio com dgua, ja seja
potrque a amplitude AB seja infinita, ja seja porque continuamente um adequado recurso d“dgua
flua. Além disso, este vaso acaba na parte de baixo num tubo, ou melhot, no canal ABMNCD,
tanto de forma quanto de amplitude variavel de qualquer modo, através do qual a agua escoe e

em seu otificio CD irrompa.

A Berrmreaeemm : 72

14. Mesmo se o movimento da agua, tendo comegado a fluir pela primeira vez, é acele-
rada, ainda que em pouco tempo for reconduzido para um movimento uniforme, com o qual
logo em seguida prosseguira a fluir continuamente. Por causa disto, nesta coisa, assumirei que o
movimento da dgua neste momento chegou até este estado de uniformidade, de tal sorte que a
questdo seria com quanta velocidade a dgua teria sido expelida do orificio CD; ou com a fric¢io
removida, a velocidade da dgua ¢é para a altitude DE, que ¢ rebaixada como se um orificio esti-
vesse embaixo da superficie superior da 4gua AB, pede-se, quanto menor seja entdo a velocidade

futura por causa da fric¢io.
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15. Seja entio a amplitude do orificio CD = hh, e a velocidade, por onde esta 4gua no
ar ¢ irrompida, seja devida a altitude = v, sera, portanto, ¥ uma quantidade fixa. Seja ainda a
profundidade deste orificio CD sob o nivel da 4gua ABE, ou altitude DE = a. Entdo sendo
guiada a reta para a vertical APS, um ponto qualquer M do tubo seja referenciado as coordenadas
ortogonais AP = x ¢ PM = y, em M na verdade seja a amplitude do tubo MN = zz, e sera

a velocidade da 4gua por esta secio MN limitada por

_ hhv

)

ZZ
ou devida a altitude

pela razao que as velocidades da agua sdo reciprocas patra as amplitudes® do tubo.

16. Coloquemos um diferencial do tempo dt suficiente para que uma gota dagua apare-

cida em MN chegue a segdo mn e seja o elemento
Mm =V (dx?+dy?) = ds,

o qual um pequeno espago percotrido no diferencial de tempo dt pela velocidade

(hhVv) [ 2z, set4

hhdtVv zzds
=—— " oudt=

S —r
zz hhVv

onde deve ser notado que irdo ser S e zZ fungbes das proprias coordenadas X e y, com
as quais ¢ designado o ponto M do tubo. Além do mais coloquemos o elemento Mm inclinado

com o angulo = @ em direcdo a reta vertical, serd
dx = dscos @ e dy = ds cos .

17. Contudo ¢ preciso que a agua tenha a forca de manter este movimento que concebe-
mos, posto que qualquer gota d’agua, contida na se¢io MN, que seja impelida por dupla forca

aceleradora, das quais uma ¢é vertical segundo AP

_ 2ddx

dez”’
a outra certamente horizontal segundo PM

_ 2ddy

dez”’
aplicado com o elemento dt fixo. Todavia é

dx hhcosg Vv dy hh sen ¢ Vv
dt zz T zz ’

¢ Edi¢do ptimeira: altitudes. C.T. Corrigiu.
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donde ¢ feito:

ddx hh dpsen o Vv 2hh dz cos @ Vv

dt zZz z3

ddy  hhdgcosg Vv 2hhdz sen o Vv

dt zZZ z3

18. Estas férmulas multiplicadas por

2 2hhVy

dt zzds

fornecerio as forcas aceleradoras procuradas

2 dpsen 4 dz cos
Forca AP = h*v (— pseneg _ 14 ),

ztds z5ds

2dpcosp 4dzseng

F PM = h* ( - )
orea Y\ Zz4ds z3ds

Donde além do mais sdo derivadas duas outras forcas segundo as dire¢coes Mm e MS,

das quais esta é normal aquela. Surge, entretanto

4 htvdz
Forca Mm = forga AP cos ¢ + forca PM sen ¢ = — ~ds

2htvde
For¢ca MS = forca AP sen ¢ — forca PM cos ¢ = — s

19. No presente estigio, temos apenas uma dificuldade para a forca anteriormente ex-
posta, com a qual a agua ¢é propelida segundo a direcio Mm: e, portanto, esta forca aceleradora
deve ser igual a mesma forga, com a qual a 4gua é efetivamente posta em movimento no tubo
segundo esta direcdo. Mas primeiro, em qualquer lugar, uma goticula de 4gua é forcada para
baixo pela for¢a da gravidade, que ao manifestar-se com uniformidade, dara origem, portanto, a

uma forga aceleradora segundo a dire¢io do tubo Mm = cosg.

20. Entdo se o estado de compressdo da agua em MN for expresso pela altitude p, sera
ele em mn = p + dp: logo sendo a dgua do elemento MNmn propelida para frente pela forca
p, mas sendo repelida pela forca p + dp para tris, logo originard uma forca aceleradora dirigida

segundo a direcio Mm

dp
ds’

sendo p funcido do préprio S ou das mesmas x e Y.
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21. Terceiro por causa da fric¢do o movimento da agua ¢é resistido pela forga retardadora
(=p) : . . . .
= Tp’ como foi desenvolvida acima no paragrafo 11, donde a forc¢a aceleradora segundo a di-

re¢io Mm sera

xp

2 .

Com o resultado da agua estando submetida a estas trés forgas, é necessario que seja:

ou

«pds 4h*vdz
dx —dp — + =0,
z z5

pot causa de ds cosg = dx.

22. Chegamos, portanto, a esta equac¢do, de onde em primeiro lugar deve ser definido o

estado de compressao patra qualquer regizo MN do tubo

x pds 4 h*vdz
dp + = dx+———,
z z

ds
que multiplicada por e*J 'z, denotando e o numero, cujo logaritmo hiperbdlico é = 1,

: 3 . p s . ds
se torna integravel. Por conta da brevidade sera considerado como estabelecido f? =7

e*"dz
25

e“"'p=_C +fe°‘rdx+4h4vf

. ds . . . .
23. Mas o valor desta integral f; = 71 seja deste modo aceito, para que na regido mais

elevada AB do vaso, ou onde x = 0, se anule. Com isto posto, sendo & uma fracio extrema-

mente pequena, sera

1 1 1
e =1+xr4+—o?r24+-o3r3+— ot r* 4+ etc.
2 6 24

sera

ey = C i 2 i 3 3
p=0C+x+x rdx+20< rrdx+6o< rodx
3

h*v rd rrdz 2 rid
———4o<h4vJ-—Z—Zo<2h4vJ- Z——o@h‘*vf z
z* z5 z5 3 z5

— etc.

ds . . ~ ;o : . A
24.Sendo dr = > com isso a integra¢ao também ¢é possivel de ser realizada com método

instituido:

X1 X1 eocrxds
e“dx =e*"x — x ,
z
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fe“rdz e*” 0<f e*“"ds

=——+
z5 4z5 4 z5

e assim desta forma sera

——4+ o4 h4ve_°<r

e“"xds h*v f e“"ds
z z

p=Ce ™ +x— e—ocrf p

ou

1 1
p=+C—o<Cr+E ocoex Crr—goc3 cr

xds xds 1 3 xds
+x—« | —txxr | ———=Crr | —
z z 2 z
h*v ds rxds rxds
- -7 < h*v | — —xox + o3 r
z* z5 z z
ds 1 rrxds
+ o« h*vr —5——oc3
z 2 z
rds 1 ds
—8 oxo¢ h4vf——9— o3 htvrr | —
z5 2 z5
rds
+10 o htor | —
z
1 3 4 rrds
—— o h*p -+ etc.
2 z

25. Também explicara a partir de onde desenvolvi alguns casos particulares, através dos
quais o efeito da friccdo se pode mostrar facilmente. Seja, portanto (Fig. 3), o vaso cilindrico
vertical mais elevado ABEF, cuja amplitude seja = gg e a altura AE = a; além disso, acoplado

a este vaso, exista o tubo cilindtrico FCD, de comptimento DF = b e de amplitude = ff, que

Ao

D
N

&

7 Edi¢ao primeira: +. Tradutor corrigiu.
8 Edicdo primeira: +. Tradutor cortigiu.
9 Edi¢ao primeira: +. Tradutor corrigiu.
10 Edi¢do primeira: —. Tradutor cortigiu.
11 Edi¢do primeira: +. Tradutor cortigiu.
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faca com a reta vertical o Angulo = §; também na base infetior exista com abertura CD = hh,

através da qual a 4gua escoe para fora, enquanto o vaso superior ¢ mantido continuamente cheio.

26. Tomemos primeiro o ponto indefinido P no tubo supetior ABEF, onde ¢é z = g,
ds=dxer= 3. Logo de tal modo integrando, pata que a integral no ponto supremo A desa-

parega, sera:

X g/ =
fe“rdx=feg dx=z(eg —1),

e"dz 1—e* «a xx
WL S
7 9412 g

€ por esta razao

e*"dz 1 /7 xx 1/ xx
4[ =— (eg—1)+g—4<eg—1)=0,

z5 g_“
portanto
ax g/ =
egp=C+—<eg —1)
a
ou

27. Sendo também em geral

e*"dz 1 e e*Tds
4f =—- + x f

75 g4 74 75 !

setd no ponto extremo E dos vasos, onde a amplitude seja subitamente = ff

e*"dz 1 1 xx 1/ xx «x 1 1
4fz—s=g—474€g +E(” ~1)=eo (9—4‘74)'

de onde seja a pressio em F

-aa g —a 11
=Ce 9 +—<1—eg >+h4v(g—4—f—4).

Mas na superficie suprema AB a pressio serd = C, que deverd ser igual a pressio da

atmosfera, ¢ a mesma equacionada a coluna de 4gua de altitude = [, serd C = [ e a pressio em
F

-aa g xay 11
=le 9 +E<1—€g>+hv<g—4—f—4>

28. Com a pressio em F descoberta, consideremos agora exclusivamente outro tubo
FCD, para o qual é

12 Edigdo primeira: g°. Tradutor corrigiu.
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zz=ff e dx = ds cos( .

Seja também agora EP = x ¢ a pressio em M = p. Agora por causade 1 = % serd

f e*"dx =£(€$ - 1) cos{

E
e"dz 1 ef 1 %
fz—s=f—4‘z—4+f—4(e -1).

cujo valor desapatece em qualquer ponto intermediario, mas no ponto D no entanto,

onde subitamente Z = h e s = b, sera
e*"dz “Tb 1 1
* f e (F )

29. Portanto em qualquer ponto intermediario M serd a pressdo

—XS

cas f —xs
p=Ce S +E(1—ef)cos(,

e porque, tendo sido colocado s = 0, a pressao em F revela-se = C, é necessatio, que
seja

—xXa

zaa g —xa o (1 1
C=le g +E<1—€ g >+h U(g—4—f_—4>

Com este valor escrito a pressdo se revela no orificio extremo CD

—ab f —xb o (1 1
=Ce f +—(1—ef>cos +hv<———).
a ¢ f* h*
30. Visto que esta agua verdadeiramente irrompe na atmosfera, outra pressao nio su-

porta, além do peso da atmosfera, donde sera

—ab  f —xb L (1 1
l=Ce S +E(1—ef )cos{+h U(F_F)

e substituido pelo valor do préprio €

—xb

—aa_ab g _ab —xa a1 1 f —xb
l=led T +=e f(1l—e 9 |+e fTh*v|—F/——=])+=(1—e f Jcos(
a gt fY «a

31. Imediatamente desta equacio ¢ extraida a velocidade, pela qual a Agua irrompe através

do orificio CD. Assim aparecera a altura devida por esta velocidade
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—aa_ab\ o _ab —xay g —b
l(l—eg f)—ae f(l—eg )—E(l—ef )cos(

_ab  pa —Xby p4
e f -g—4+(1—e s )?—4—1

v =

ou sendo mudados os sinais do numerador e do denominador
g - —xay g —ob -aa_ab
¢ f (l—e g >+E(1—e f )cos(—l(l— ed f>

—xb ab
—%Xb\ p4 _ab p4
1—(1—ef>f—4—e f-g—4

Mas se consequentemente o tubo FD seja vertical, serd feito cos¢ = 1; mas se, no en-

tanto, este fosse hotizontal, sera cos{ = 0.

32. Por causa de & sendo extremamente pequeno,

—aa xa o?a*® o3ad
e g = —7 Zgz - 603 + etc. ,
—ab b o?p? 3p
e =1- f Z—f_z 6f3 + etc. ,

sera, nao avangando além da segunda poténcia do préprio a:

a+bcos(
. (aa ab  bbcos( | al b_l)

-~

L
29 " f 2f g f
a® aab  abb b3cos{ 1,({a b\?
Focex —+—+—+—+—l(—+—)
(699 2fg " 2ff © 6ff "2°\g f >
h* ab (h4 h4> aabb (h4 h4>

YT EAVilara

v =

frogt
onde a + b cosé denota a altitude total AG.

33. Se a amplitude do vaso superior ABEF for quase infinita ou g = o0, sera:
ab 1 a’bb
a+bcos(—T(a+7bcos(+l)+W

abh* aabbh*
1-— 75 + 2f¢

(a+%bcosfl)
v=
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donde fica exposto que a velocidade é assim menor, que aquela que adquire o corpo
caindo da altitude AG; e especialmente uma diminuicao que aplica o peso I da atmosfera, deste
modo ainda que no vacuo o efeito da friccdao ha de ser muito menor.

.f.t-——ri

T I =

34. Se o canal (Fig. 4) através do qual a 4gua cai, se ajusta por meio de varios tubos
cilindticos inclinados de qualquer modo em relacio ao horizonte, entdo o movimento da dgua
ou a velocidade do efluxo, com o movimento tendo sido prontamente restaurado a uniformi-
dade, sem dificuldade podera ser resolvido.

Seja, pois, estabelecido para cada uma das partes

AF = a, amplitude AA = ff e angulo com a vertical = 0,
BC = b, amplitude BB = gg e angulo com a vertical = ,
CD = ¢, amplitude CC = hh e angulo com a vertical = 77,
DE = d, amplitude DD = ii e angulo com a vertical = 6 .

Finalmente seja o orificio EE = kk, que até aqui indicamos pot hh.

35. Seja enfim v a altitude devida pela velocidade, com que a agua efluird através do

orificio EE = kk, e seja colocado o estado de compressdo da dgua

em AA =1, que ¢ uma altitude em torno de 30 pés,
em BB =P,

em cc=qQ,

em DD =R,

em EE =1, com este seja feito o efluxo.

36. Mas posto que o calculo ja estabelecemos antes, encontraremos
-aa —a 1 1
P=le s +£(1—ef> +k4']](___4)’
a g

—ab g —xb 1 1
Q=Pe 9 +E(1_e g >cos{+k4v(—4——),

gt
zac h —xe L (1 1
R=Qen +E(1—e n )cosn+k v(h_“_i_‘*)'
—ad i —d L (11
l=Re i +E(1—e i >c059+k v(iT_F>

e daqui a velocidade procurada ou a altitude v ¢é definida: e simultaneamente estabelece

a lei, que servira para avangar, se o canal é composto com varias partes.
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37. A fim de que desenvolvamos estas férmulas com comodidade, estabelecamos em
favor da brevidade

—xa —xb
ef =1-xA, ed =1-xB,
—xc —xd
er =1—-xC e i =1-xD,
de tal modo que seja
A= a4 1-— 2a + — o + t
VAN TANTE 24f3 e
b - ab N a’b?  a3b® ot
_g 2g 6g2 24 3 e
- c 1 ac a’c? + ,
AT 24h3 ete.
d ad azdz 3d3
D = 7 1-— Z + 612 + etc.

38. Sendo consequentemente

P=(1—0<A)l+Af+k4v<%—g—14>,

sera

0 = (1—x A)(1—x B)L + (1— B)Af + (1—c B)k*v <F - 914) + Bgcos

=(1-x A)(1—x B)L + (1—x B)Af + Bgcos {
I« B k*v Bk4v k*v
+(1-x B) — 7 +x Iz e

Daqui em diante ¢é feito

= (1-x A)(1-x B)(1— C)l + A(1— B)(1— C)f
k*v
+B(1—x C)gcos { + Chcosn + (1—x B)(1—«x C)f_4
k*v k*v k*v
+o B(1— ocC)—+ Ch4 T

donde finalmente é obtida esta igualdade

|- (1-x A)(1—x B)(1—x C)(1—x D)1
= A(1—x B)(1—x C)(1—x D)f + B(1— C)(1—o D) gcos {
+C(1—o< D)hcosn + Dicosf + (1—x B)(1—x C)(1— D)I;—:]
k*v k*v k*v
+x B(1—x C)(1—x D)—+o< C(1-«x D)—+o< D—— V.
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39. Seja, além disso, colocado para abreviagao

—xa —xb

ef =1-xA=%A  e9 =1-xB =9,
—xC —oxd

eh =1-xC=C, ei =1-xD =29,

além disso verdadeiramente:

k* k* k* k*
f_4'=f' g—4=g’ h_4'=b e iT=l'
sera
ABCDf + BE€Dg cos{ + CDh cosn + Dicosf -1+ ABCEDI
v =

1 — BEDf—x BEDg—x (Dh— Di ’

onde a + b cos{ + ccosn + d cos 0 é aaltitude da 4gua mais elevada acima do orificio
EE.

40. Caso negligenciemos todas as poténcias do proprio X superiores a primeira, encon-
traremos:

a+bc05(+ccosn+dcos€—oca(%+§+%+%)
a b ¢ d b ¢  d
—0(l<7+§+E+T) _OCbCOS<<E+E+T)
—occcosn(zc—h+%)
d
—x<dcosfO |5
v = — . 521) .
1—f+0(f<§+E+T>—OCg§—O(bE—O([T

e, se fosse exatamente nula a fric¢do ou X= 0, surgisse:

_a+bcos{+ccosn+dcosb

v =T ,

donde criada com a altitude total AI = q sera

4
v:f—.q.
f4_k4-

41. Em transito observo o seguinte, caso a amplitude dos vasos de cima seja maxima com
relagdo a amplitude do orificio, havera de ser ¥ = ¢, ou a velocidade do efluxo em EE ¢ devida
a altitude AI = g, o que concorda com o principio conhecido. Mas se, no entanto, a amplitude
dos vasos de cima ff ndo muito exceda a amplitude do orificio kk, entio v > @, ou se a 4gua
com maior velocidade efluisse, com relagao ao caso precedente, o que por nao pouco sera per-
cebido um paradoxo. A verdadeira razio desta aceleracdo na nossa hipétese deve ser procurada,
por um lado assumimos que o vaso supremo é mantido sempre cheio com agua, onde no calculo

colocamos que a 4gua escoante corre naquele vaso com a mesma velocidade, que a 4gua que nele
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entra: e deste modo esta 4gua inicia o escoamento sem o repouso; donde nao é surpresa, se ela

irrompa através do orificio com maior velocidade, que aquela que convém a altitude Al = q.

42. Além disso, a partir daqui é percebido, porque o valor do préprio v, no caso em que
o otificio kk é igual ao da amplitude da suprema ff, até que se fez infinito; daqui evidentemente
chegou ao conhecimento este caso do movimento da 4gua ser acelerado continuamente e nem
que em algum tempo alcance o estado de uniformidade. H4 quanto tempo, pois, quantidade igual
de 4gua acima flui, quanto embaixo irrompe, e certamente sempre tanta velocidade, quanto a
agua que entra, este movimento continuo da mesma maneira sera acelerado, e que costuma ocot-
rer na queda dos mais pesados. Além disso, muito menos estado de uniformidade local pode

existit, se fosse kk > ff, exceto, para o caso que a agua ¢ separada das laterais do tubo.

43. Se também consequentemente o vaso supremo ¢ mantido continuamente cheio com
4gua, a ndo ser se 20 mesmo tempo a agua seja derramada no vaso com tanta velocidade, quanto
cai a superficie suprema, o calculo a partir da Teoria ndo é capaz de ser conduzido a um resultado.
Mas se consequentemente desejemos acomodar o calculo aos experimentos, serd necessario ser
aceito o vaso supremo amplissimo, pata que kk diante de ff possa set rejeitado com seguranga;
assim efetivamente a agua que é derramada vagarosamente o movimento da dgua ndo é turbi-
lhonado, sendo que a superficie suprema ira também cair muito lentamente.

44. No entanto, para que reconhecamos com mais clareza o efeito da fricgdo, convira ser
desenvolvido alguns casos mais simples, que possam ser comparados com experimentos, para
que entdo se possa definir o valor da letra . No entanto, com este valor uma vez definido, deixei
para tras todos os casos, quanto mais tenham requerido multiplicidade de esforgos, é fornecida
abundancia de férmulas livradas de dificuldade e principalmente serd determinada a diminuigdo
da velocidade otiunda da fric¢do: todavia devido a razio antes atribuida 2 amplitude suprema ff
diante do orificio kk estabelecerei enfaticamente maiot, para que assim o valor da letra f pelo

valotr nulo possa set tomado. No entanto é manifestado, contanto que seja f > 3k, havera de

1 ) o
ser f < 57> cujo valor podera ser desprezado sem erro apreciavel.

CASO 1
CASO A AGUA DO VASO SUPREMO EFLUA ATRAVES
DE UM TUBO CILINDRICO VERTICAL

45. Seja (Fig. 5) a amplitude do vaso suptemo AA = ff e sua altura AB = a, que esta-
belego ser mantido sempre cheio com agua. A este vaso seria fixado verticalmente o tubo cilin-

dtico BBCC de altura BC = b e de amplitude = gg; cuja base inferior do tubo seria perfurada
4

com uma abertura CC = kk, através da qual a 4gua eflua. Seja também 11:—4 ={ =0, e tenham

sido estabelecidos

—xa —xb 1-U 1-3
U=e /S, B=e9, A=— e B=——

. K+ . . ‘ . e
Diante de cos { = 1 e g = — serd a velocidade, com que a 4gua eflui através do orificio
g4

CC, devida a altitude v, que seria

161



Tentativa de uma teoria da fric¢do dos fluidos

_ABf +Bg -1(1 +UB)

1—« Bg
Ar A
3 B
&%.5

L.

46. E assim para valores tio proximos aos reais tanto quanto desejemos, teremos

17(1—abk4 (1_a_b+a2b2 - «b” + etc ))
g° 2g  6g* 2493 '
=a+b—aa(i+b)+a a(aa ab ﬂ)
2f g 6ff  2fg " 299

—a3a( i aZb ab b3 > + etc.
245 " 6ffg " 4fgg " 6g°
abb aab® a3b*
AT
—al <2+2> +loczl<2+é>2 —la3l(2+é>3 + etc
f g/ 2" \f g/ 6 \f g '

que ¢ reduzida a seguinte forma:
k*(ab a?b?® adb3
v 1—E ?— 252 + 657 — etc.
aa ab bb al bl)

=a+b—a’< +—+—+-+—
2f g 29 f

N ( a® aab abb N b3 N 1 l (a N b)2>
aa —t—+=I[=+—-
6ff 6fg 299 699 2 \f g

s(a' , a’b  aabb ab® b 4_1l(a+b)3 ot
“\24r3 " 6ffg " 4fgg 647 24g° 6 \[ g .

+ etc.
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47. Se a altitude do vaso supremo AB = a for muito cutta, e, além disso, a amplitude

ff muito maior que a amplitude do tubo gg, e simultaneamente o comptimento deste tubo

. . . . b, . N
BC = b seja suficientemente grande, fica evidente que a fracio i extremamente supetior a

. a ,
fracdo —; desta forma consequentemente perante aquela desprezada, sera
f

) k* (ab a’b? N a3h3 . )
v|ll———— —— — etc.
g*\g 299 6g°3

ab 1 aabb (1 1 1
a3b® /1 1 1
— g3 (gﬂ‘l‘ﬁb‘l‘gl)‘l‘etc.

, . . . ab
€ esta serie converge tanto mais, quanto menor for a fragao ; .

48. No entanto, por causa de certos consistentes experimentos na medida em que foi

. A . . 1
possivel coletar de passagem, o valor do préprio & surgiu aproximadamente = 2000

-. Logo, con-
000 80>

tanto que o nimero p serd menor que 4000, bastard que no limite subsistam os termos mais

importantes, assim que setria

ou

ab 1 k*
v=a+b——|a+zsb+l——(a+bh)
g 2 g*

o . K*
49. Se o otificio CC = kk for minimo, de tal modo que o Por zero possa ser tomado,

serd
ab 1
v=a+b——\a+=b+1]),
g 2
mas se no entanto, o tubo infetior esteja livre ou gg = kk, sera considerado
ab 1
v=a+b——(l—-b)].
g 2
Portanto, neste caso a velocidade do efluxo é minima e é impedida ao maximo pela fric-
¢d0o; no entanto o caso € visto poder ocorrer, de maneira que se torna em v = a + b, como se a
friccao ndo estivesse presente.
50. Certamente, se por acaso devesse acontecer, b = 21, ou sendo [ de trinta pés, fosse
b = 60 pés: e ainda de tal modo, se fosse b > 60 pés, o nosso célculo fornecesse v > a + b.
Entretanto ainda que certissimo ¢é, a fric¢do nesta situacdo ndo pode ser de maneira que a dgua

exile com maior velocidade, como se nio estivesse presente a friccdo. Declaro, pois, que casos

deste tipo certamente ndo possam aqui ocorrer, pelo motivo que a agua nio adira em toda a
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parte do tubo, mas deixasse para trds o vacuo, posto que sem ddvida o calculo nio possa ser a
eles aplicado.

51. Para que isto seja visto mais claramente, deve ser observado que a agua enquanto
preencher toda a cavidade do tubo, até o ponto que é oprimida contra sua parede: sem que
portanto ceda, para que a pressiao da agua dentro do tubo em algum lugar ou desapareca ou se
faca um tanto negativa, de fato nesse lugar a parede do tubo abandonara e deixara para trds o
vacuo, posto que sem duvida o movimento da agua que sem contestacido ha de existir de outra
forma, e ¢ definido através do calculo. Efetivamente o calculo nio é capaz de valer neste local, a

nao ser que o estado de compressio da agua no tubo neste local seja positivo.

52. Coloquemos, portanto, o estado de compressio da agua na secdo BB sendo = R, e

por causa do paragrafo 36 teremos
—ab g —xb k*
l=Re 9 +=|1—-e 9 cosf+—v—v
a )

€ por esta razao

ab g b k*\ ab
R=edl—=|e9 —1]|+v 1——4 eg .
a g

Ja por causa de

sera

e sendo substituido pelo valor de v descoberto antes, resultara desprezados os termos

multiplicados por &
k4
R=l+a—g—4(a+b).

53. A menos que seja

k4-

l+a>—(@a+bh),

g

hipétese assumida no calculo que ndo pode ter lugar; e por este motivo deve o compri-

mento do tubo b set menot, que

4

g

k—4(l+a)—a.

Razio pela qual se o tubo inferior BC esteja totalmente aberto ou gg = kk, é necesstio,

que seja b < I: donde a hipétese € arruinada, se fosse b = 21. Caso gg = kk, o comptimento

164



Khronos, Revista de Histdria da Ciéncia
n2 5, junho 2018

do tubo BC = b nio pode superar trinta pés, donde colocando b = [ para a maxima velocidade
do efluxo, ou que ¢ minima impedida pela friccdo, que ¢ devida a altitude

—a+h all
v=a 29

e assim é menor, que aquele caso nio existisse a fric¢do.

.a b . ,
54. Mas em geral, caso seja — tdo pequeno, que perante — possa ser considerado zero, sera
f g

A=1 , A=

—xb b
ae 9 +< (1—eg> (1—eg>

v= —xb ’
1-——F|1-e g
9
4
donde, caso o tubo inferior BC esteja totalmente aberto ou :;—4 =1, sera
g = xb
v=a+&<e9 —1) —l(eg —1).

55. Se, pois, o tubo BC for tio fino, tal que seja g = al, a 4gua em CC nio efluird com

maior velocidade, que efluisse com o tubo em BB livre. E ainda se, além disso, o tubo BC for

mais fino ou g < « [, por exemplo g < % o 1, sera feita
1 /2
v=a+zl<el —1) ,

e se a altura b for muito pequena perante [, sera

bb
v—a—b—T,

. - bb , . - L, , .
pot isso se ndo for a > b + - > aagua simplesmente nao efluira, isto ¢, nem que seja

a>b.

56. Entio o tubo BC pode ser tdo fino, para que a fric¢do retenha completamente o
efluxo da dgua através de seu orificio CC, e logo muito comodamente o valor da letra @ através
de experimentos podera ser investigado. Seja assim fixado a um vaso suficientemente amplo AB,

no qual a 4gua ocupa uma altitude AB = a nio demasiadamente grande, um tubo, que costuma

. . . . . 1
ser chamado, capilar, que existindo com amplitude = gg, seja estabelecido g = ~x [, e sendo

nb
v=a—Tl<el —1)=a—(n—1)b,

instalo este tubo que fosse no inicio tao longo, para que nenhuma 4gua eflufsse; imedia-
tamente depois, seja diminuido de modo sucessivo o comprimento deste, até que a 4gua comece
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. . , a+b
a escoar: com este comprimento anotado, qual seja= b,sendoa — (n — 1)b = 0,seran = -

e por esta razao

a+b g
= b T

57. O mesmo experimento também deste modo pode ser montado, para que um deter-
minado comprimento do tubo capilar BC seja adotado, qualquer que seja o tamanho, tal que, se
um minimo de 4gua no vaso supetior seja derramada, nada eflua; entdo certamente seja aumen-
tada a altura da 4gua no vaso até o ponto, em que a dgua através do tubinho capilar inicie a efluir.
Estando isto acontecendo, seja anotada a altitude = a, e porque é colocado o comprimento do

tubinho b bem como j4 tendo sido conhecida sua amplitude gg, conforme antes é obtido

a+b g
o= =
b 1

58. Também evidente ¢ o tubinho, que queremos usar, que deve ser to estreito, para que

seja g < & [; pois se fosse g > & [, 0 uso deste caso nunca servird, para que o efluxo da dgua

seja estorvado. Mas seja entdo que fosse permitido supor, X= ﬁ, pot causa de | = 30 pés
deveria ser
3 6 < 0,0075 pé
g < 700 pés ou g , pés

. " . . 85 1, 5
assim o diametro do tubinho deveria ser menor, que Tooog PES ou que — pes. Entio

o limite, inferior ao qual o didmetro do tubinho devesse ser tomado, fosse em torno de uma s6
linha.

59. Se fosse g =l ou g <l e a=0,entio se um tubo deste tipo, de qualquer
comprimento que fosse, que com 4gua seja enchido, nada do interior dele escoard, mesmo que
seja mantido na vertical. Entio, sendo | um comprimento de 30 pés, facilmente poderi set in-
vestigado o valor da letra X através de experimentos. Isto ¢, sejam preparados diversos tubinhos,
dos quais as amplitudes gg sejam diferentes, que estejam os mesmos repletos com 4gua; entio
dos mais amplos certamente a agua efluird, sem davida doutro modo dos mais estreitos, entdo
tudo que € necessario, que deste tubinho, que abundante 4gua nio sai, seja medida a amplitude
949, e serd entdo X= % Mas este verdadeiro efluxo deve ser observado, com o qual a agua eflui
estendida continuamente; pois se somente cai gota-a-gota, serd 0 MesmMo COMmMo se a agua NAo
efluisse. Pois finalmente tendo certamente discernida a fric¢do neste movimento, até que a agua
se acalme, devido a gravidade as gotas sdo gradualmente arrancadas e cairdo, o que a fricgdo nio
tem for¢a de impedir.

60. Fica, portanto, patente a estreiteza desses tipos de tubinhos, que mesmo que sejam
abertos de ambos os lados, ndo deixam efluir a 4gua contida, que pende pelo peso da atmosfera
1, visto que isto acontece, se g < & [ . Devido a isto, obsetvamos no vécuo, onde [ = 0, que
estes tubinhos eliminam totalmente a 4gua, a menos até o ponto devido a natural constituicio,
que ¢ particular aos tubinhos capilares, a agua neles fique retida até certa altitude, mas que efluira
a 4gua remanescente no vicuo, que na atmosfera caia toda gota-a-gota.

61. Também geralmente é entendido que devido a pressio da atmosfera que o efluxo da

agua é sempre retardado, e que certamente a fricgdo é a causa desta retardagao: com efeito, vimos

(54), que quanto menor seja a pressio da atmosfera [, por isto com maior velocidade a 4gua jorra.
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Mas se, portanto, seja a pressao da atmosfera diminuida nio importa a causa, a 4gua mais veloz-
mente eflui do vaso; que por esta razdo suponho ser, que o efluxo da agua seja considerado ser
acelerado pela eletricidade.

62. Nio posso desprezar este fend6meno, alids facil de ser explicado, que certamente, se
0 vaso supetior seja infinitamente estreito, ou se sua amplitude ff desapareca completamente,
de tal modo que o tubo BC acima esteja inteiramente fechado, a 4gua no eflui através do orificio
CC, anio ser que o tubo fosse muito longo. De fato, este fendmeno, desprezando a fricgao, esta

teotia nio vai ao encalgo, nio se anulando o proprio valor de v, mesmo que seja colocado f =

0.

63. Mas levando em conta a fric¢do no duto, como, pot causa de f = 0, torne-se A =

0, sera da fracio, cujo valor fornece o préprio v, o numerador
—<b
=Bg—l=(1—e g )%—l,

efetivamente para o denominador nao ¢ trabalho que me ocupe, que envolvesse a fracao

K* .
= f, a qual desprezamos no paragrafo 45. Mas do numerador ¢é reconhecido como sempre
b
l-e 9 <—

pode haver aqui um efluxo nulo. Este, portanto, acontece se

—xb « |
ed >1——
g
ou
) xb o?b%? o3p3 L o« I
=1l-—+——-———+etc.>1——
g+292 6g3 + etc P

€ por esta razao se

Ou a 4gua nio eflui, todas as vezes que for
< b oo (1 o |
(i)
g g
ou

b <1 <l o3 o34
29+3gg 4g3

Portanto, a ndo set que o comptimento do tubo b fosse maior que este, a dgua nio é
capaz de efluir.
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64. Além disso, percebamos diante de algum caso determinado, quanto seria o efeito da

o 1 . N L. . ) -
friccao, colocado o valor X= ——, que na verdade é visto nio ser muito inconsistente. Seja entao
> 4000

. - 1, .
a altitude do amplissimo vaso supremo AB = a = 3 P&, o comprimento do tubo anexo BC =

. . 1y 1, . .
b = 4 pés, sua amplitude gg = Zeo0 PEoug =, peé este tubo embaixo seja completamente

aberto, posto que se torne kk = gg; daqui sera

< b 1 xb
R—— e ed —1=0,05127

caindaZ — [ = 50.
o

1
v = 3 + 2,564 = 2,897 pésis.
Portanto, para este caso, a altitude que é devida pela velocidade que a agua eflui, é tdo

grande quanto 2,897 pés, com a friccdo removida = 4% pés.

65. Se o efeito da fric¢do fosse menor, que aquele que assumi, a velocidade da agua se

. . c o~ . 1. . : .
aproximasse mais em dire¢fo a altitude de 4 3 bés. Para que isto apareca mais claramente, sera

< b 1 xb
R—— e ed —1=0,033894

e ainda % — 1 =50, de onde seri feito

1
v=3 + 3,05056 = 3,8389 pésl4,

Portanto a altitude que é devida pela velocidade houvesse de ser agora 3,8370, e por isto

. . 1,
se aproximasse mais perto de 4 3 bés.

66. Mas com um vaso construido dessa forma, pode ser investigado através de um expe-
rimento, com quanta quantidade de agua eflui em certo tempo. Pois, deixemos efluir num pri-
meiro minuto uma quantidade de agua, qual seja m pés cubicos, e que igualmente em pés sera

v = 100000 m m, cujo valor seja comparado com aqueles, os quais determinamos pata v a

. o 1 1 . .
partir das hipoteses X= 7000 ¢ X= Toog OU se estas hipéteses menos concordem, sejam desen-

volvidos outros calculos, assim sera conhecido o verdadeiro valor do préprio X. Conduzita tam-
bém diversos experimentos que dessa forma estabeleci, até que sejamos capazes de estar plena-

mente certos acerca do verdadeiro valor do préprio .

CASO I
SE A AGUA DO VASO SUPREMO EFLUI ATRAVES DE UM TUBO
CILINDRICO VERTICAL COMPOSTO DE DUAS PARTES CILINDRICAS

67. Seja (Fig. 6) a amplitude do vaso supremo AA = ff, que seja muito grande, e que sua

altura AB = a, de maneira que estabeleco que o vaso é continuamente conservado cheio com

13 Edi¢ao primeira: v = % + 2,563 = 2,896. Valor mais acurado retirado da férmula do parigrafo 64: 3,028. C.T. Cor-
rigiu.

14 Edicdo primeira: v = §+ 3,05046 = 3,38379. Valor mais acurado retirado da férmula do parigrafo 64: 3,48729.
C.T. Corrigiu.
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agua. Que a partir deste vaso a 4gua flua no tubo BC, de cuja amplitude seja BB = gg e altitude
BC = b: seja, além disso, anexado aquele tubo em CC um tubo vertical CD, de amplitude = hh

e de comprimento CD = c: de cuja base infetior tenha sido perfurada uma abertura DD = kk,

através da qual a 4gua eflua na atmosfera. Que também [ expresse a altitude da coluna d’4gua de

4

. ) . K
mesmo peso da atmosfera: seja também kk perante ff tio pequeno, pata que f = 77 possa ser

tomado como zeto.

68. Sendo estes estabelecidos por causa da brevidade

—xa 1-% =b
A=ef, A=— B=e 9,
«

—xe 1-C
G:eh’ C:—,
<

além disso, certamente

Agora a agua que eflui através do otificio DD = kk é descoberta com a velocidade devida

pela altitude, qual seja

v =

_ ABGf +BGg + Ch — (1 — UBE)!

1-(1-38)¢-(1-0)p

’

donde, como ja acima apontamos, resulta, caso a fric¢do desapareca
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v=a+b+c,
desse modo a altitude que fosse devida pela velocidade iguala a toda altitude AD.

69. Se a amplitude do tubo do meio BC fosse igual a amplitude do mais baixo CD, voltaria
para o caso que precede; mas se, no entanto, fosse mais amplo, como pudesse ser visto como
uma parte do vaso supremo, e pura e simplesmente haveria voltado para o primeiro caso. Por
isso, portanto, se os fendémenos, que sdo proprios ao caso, desejamos descobrir, o tubo médio
BC vird juntamente numa posi¢io vertical, muito mais estreito que o vaso superior ou que o
tubo mais baixo CD. Esta confirmado pelos experimentos, que por causa da fineza deste tipo de
passagem média BC, a velocidade do efluxo nio é apreciavelmente diminuida, donde a causa
desta diminuicdo ¢ abertamente atribuida a fric¢do, com a fricgao removida a amplitude deste

tubo gg nao afetaria a velocidade do efluxo.

70. Contudo, se a amplitude do tubo BC é muito menor, que a do supetior e do inferior,
¢ evidente que o veio de dgua, que do vaso superior para ele entra, imediatamente é contraido, e
com modo similat, sai dai no tubo mais amplo CD, mas também depois de egresso permanece
mais estreito; e deste modo a 4gua desta forma serd movida, como se passasse através do tubo
BBBCCy, ainda que deva tomat-se em conta que tanto o vaso supetior quanto o tubo infetior
contrair-se de qualquer maneira. Esta circunstiancia sera considerada no célculo, se o compri-
mento do tubo mais fino BC um tanto maior seja considerado, que é na realidade, até o ponto

que seja subtraida a altura dos tubos contiguos.

71. Assumirei, portanto, que ¢ feita, neste momento, esta alteracio na designacdo das
alturas a, b, ¢, para que seja a quantidade b tanto maiot, quanto sejam verdadeiramente menotes
a e ¢, como na realidade sio tomados. Desta forma, portanto, a altura b é considerada tanto
maior, quanto menor tenha sido a amplitude deste tubo, diante da amplitude tanto do superior
quanto do inferior. Por isso, se o tubo BC tenha sido estreitissimo ou gg minimo, e também a
altura deste BC fosse minima, contudo o valor da letra b devera ser considerado extraordinario;
e se BC quase desaparecesse, o que acontece, se o fundo do vaso supetior fosse perfurado com

uma abertura exigua, todavia a letra b cabetia no célculo um valor pequeno.

72. Seja, pois, a amplitude quase evanescente do tubinho BC ou g quase igual a zero, de

tal forma que o valor do préptio b alcance uma magnitude moderada, ainda que acidentalmente

a propria altura BC seja minima; e serd 5 U nimero assaz grande, pelo qual o préprio B =

—ab
e 9 resultard numa fracdo muito menor que a unidade, tal que, se fosse g = 0, tera sido inte-
T . . k* . L.
gralmente B = 0. Além disso, verdadeiramente, tornar-se-d g = o uma quantidade maxima.

Visto que verdadeiramente as amplitudes ff e hh sdo estabelecidas ndo assaz pequenas, serd

_— aa+aaaa — ac+azcc
B f o 2ff’ h h  2hh
c
A= a aaa C= C 15 acc
T F TS € “h 2nh

15 Edi¢do primeira: +. Tradutor cortigiu.
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73. No entanto, antes que possamos definir o préprio efluxo, deve ser observado, que se
a 4agua neste vaso permanece continua e ¢é capaz de aderir-se nas laterais do vaso; o que procu-

ramos a0 final é o estado de compressdo da agua em CC, que setia expresso pela altitude R, e
sera

l=RC+Ch+bv—v,
dai que ¢ achado:

R_l—Ch+(1—b)v
= 5 ,

que se a magnitude fosse negativa, a 4gua ndo permaneceria continua e por esta razao
seria adverso o cilculo do efluxo.

~ . . . 1
74. Entio sendo estabelecido B muito pequeno e por isso B = p

aszscs+§¢+6h—z §¢+Ch—z
VST 1-Gg—acy = 1-6g '

com os menores termos desprezados serd

o L=ch 1-08 a-pe-cn

¢ "T1-6  o(1-6g
-2 (©g-n)(I-Ch)
T 1-Gg  G(1-Gg)

Mas sendo muito préximo
C=1 e Ch=c,

sera

g g
_gxe-t o f0-w-G-pe-o
l—g 1—g

75. Portanto, fica logo patente, se fosse g = 1 ou g > 1, que o efluxo jamais serd con-
duzido ao estado de uniformidade e por esta razio o movimento a partir de férmulas, as quais
sao apropriadas a este estado, ndo pode ser definido inteiramente; por isso sem se mexer desde
o inicio do calculo que de tal modo devesse ser preparado, para que a altura ¥ como variavel
fosse introduzida. Mas se, no entanto, tivesse sido g < 1 ou kk < gg, o efluxo certamente
passara a uniforme e a agua efluira, se tivesse sido

§+ ¢ >1 esimultaneamente %(1 -5 >@-HU—-c)

mas se, no entanto, seja

+c=1 ou g+c<l,

171



Tentativa de uma teoria da fric¢do dos fluidos

a 4gua simplesmente nio efluir, ainda que assumimos existente kk < gg. Todavia caso

seja
§+c>l por exemplo §+c=l+y,

o efluxo alcancari a uniformidade, todas as vezes que ¢ < . Mas nos casos, para os quais
¢ > 1, este ocotrerd com muito mais razdo, pois, diante de h < g, entdo o valor do préptio R é

sempre positivo.

CASO II1
SE A AGUA DO VASO CONSTANTEMENTE CHEIO EFLUI ATRAVES DE
UM TUBO HORIZONTAL

76. Seja (Fig. 7) a amplitude do vaso AA = ff e altura AB = a, verdadeiramente de um
tubo fixado hotizontalmente o comptimento BC = b, a amplitude BB = gg, e um lume através

do qual a agua eflui, CC = kk. Seja colocado por causa da brevidade

serd a altura devida pela velocidade do efluxo, diante de { = 902 e cos { = 0, denotando
[ a altitude de 30 pés,

_ABf — (1 -UB)!
~  1-%Bf—aBg

I |

B

77.Se o vaso AB fosse muito grande, seria

f 0 A 1 aa A a aa
= , = —_—— e ==,
f fo2f

donde a velocidade do efluxo sera devida a altitude

f

aﬂs(1—g—}‘f)—(1—ss+ﬂsa)z
v 1-(1-9)g '
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k* . .
donde com g = pre que nio pode superar a unidade, o denominador sera sempre uma

quantidade positiva > Bg: cuja evidéncia é que certamente o efluxo da agua chegara ao estado
de uniformidade.

78. Também, para que o movimento eflua a agua, é necessario, que seja

a%(1—;—;)>(1—23+% 23)1

ou

l
B> f ;

f(a+l)—aa(%a+l)

€ por esta razao

%b<1+a aaa  aa
¢ 1" 2f1

daqui com a tomada dos logaritmos seja necessario

ocb<l (1+a) aa(a + 21)
g ST T 2 @
onde log (1 + %) denota o logaritmo hiperbdlico do numero 1 + %. Portanto, o efluxo

cessara, caso seja

b >%l0g (1 +%)

ag(a + 21)
C 2f(a+ D

79. Por isso, quanto mais longo fosse o tubo horizontal BC, tanto mais lentamente a dgua
efluiria, e o seu comprimento pode crescer de tal maneira que a agua através dele simplesmente
nao eflua; que naturalmente ocorrera se fosse

b >%l0g (1 +%)

ag(a + 21)
2f(a+1)
Isto também deve ser percebido, se fosse feita uma abertura CC na parte de cima da
extremidade do tubo BC. Pois certamente efluitia se fosse na parte de baixo, por conta da prépria

gravidade da 4gua no tubo horizontal, a qual ndo foi por mim contemplada no cilculo.

80. Se a altura a for menor que [, serd aproximadamente

log(1+3) =1
0 —-)=-.
IVTTT
Portanto, assim que o comptimento do tubo b terd superado esta quantidade

ga ag(a+2l)

<l 2f(a+1D)’
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o efluxo de dgua através do orificio CC cessard. E porque o segundo termo é minimo
~ . . . ~ sz e ga .
com relagido ao primeito, a 4gua nio efluird abundante, quando terd sido b > por Logo seja ne-

cessario para que a agua eflua,

b<—

ga
o<l

81. Portanto, se a altura do vaso AB = a for de um tnico pé, diante de [ = 30 pés, o

. . . . . g
efluxo da agua serd retido se o comprimento do tubo BC fosse maior que Foe [0go, um novo

modo ¢ obtido para ser determinado o valor da letra X: sendo através de experimentos explorado
o comptimento do tubo hotizontal b, cuja amplitude gg seja anotada, quando cessa o efluxo,

sera

ga
o= —
bl

82. Portanto experimentos deste tipo poderao ser instituidos com tubos nao tanto estrei-
tos, da mesma maneira que com o modo antes exposto, donde este mesmo modo ¢é reconhecido
ter sido antes aplicado. Pois, tubos muito estreitos, que costumam ser chamados capilares, sejam
providos com propriedades singulares, sempre uma duavida seria deixada para tras, se, perante
estas propriedades, o efluxo da agua através destes tipos de tubos nao sofra uma perturbagao

particular, de modo que o valor do proprio & dai coletado fosse dado como duvidoso.

83. A fim de que eu apresente um exemplo de experimentos deste tipo, estabelecamos

que exista um vaso amplissimo AAB, que exista o comprimento b = 2 pés e a amplitude gg =

1 . ~ 1 . .

o35 Pés quadrados, e por esta razio g = 2 bés, de um tubo BC verdadeiramente horizontal;
. k* .

também o lume dele kk que de tal forma seja pequeno, para que g = o+ possa set considerado

. L . . _aa .
como zetro. Daqui, perante o vaso amplissimo AAB podera ser ignorada a fragao > € serd con-

siderado

=) 1
%: g =1——,
¢ 80

1 , .
tomado X= 7000° Certamente sera obtido

a—30_79a—30

T 80

Para que entdo neste caso a agua eflua com agéo, é necessario, que seja

>30 i
a> o pés.

. 1 .
84. Se tivéssemos colocado x= Zo00’ Surgiria

gL _ a-30_ 119a-30
T 7120 ¢ VTYTT10 T 120

logo, a 4gua comecgaria a efluir imediatamente certamente quando a altura da agua a no

30 . S .
vaso AB superasse 119 Pés Bntdo, com & colocada incognita seria
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B=1-50« e v=a(l-50x)—1500 ,

setia aumentada gradualmente a altura da 4gua no vaso AB, até que a dgua através do

orificio CC inicie a efluir, e seria anotada entdo a altura AB = a em pés, serd

a
o=
50a + 1500

85. Se 0 mesmo experimento fosse montado com outro tubo horizontal, do qual tanto o
. . . . ab
comptimento b quanto a amplitude gg seja qualquer, mas, entretanto, de tal maneira que 5

permanega uma fragio assaz pequena, e que seja suficientemente exata

ab ab abl
T L)
g g g

e ainda que a altura da 4gua no vaso AB seja anotada, quando a dgua através do orificio

CC inicie a efluir pela primeira vez, assim serd obtido

__ 4
* b+

e que ¢ visto como um certissimo modo de investigar o verdadeiro valor do préprio a.

86. No entanto, consideremos como conhecido o valor do préprio @, qual seja xX= 7000

e vejamos por um exemplo, quanta debilitacdo deva resultar por causa da fricgdo nas fontes com

jorros d’agua. Seja entio o vaso AB assaz alto, qual seja a = 100 pés e sua amplitude ff =1

pé quadrado ou f = 1. Além disso, seja a amplitude do tubo hotizontal gg = — ou g= —ec

100 10
seu comprimento b = 100 ¢ um lume kk = T;oo: serif=0eg= ﬁ, entdo verdadeira-
mente

A=1 ! + ! t
T Tk 2-1600 °F
ou
A =0,97531 e B =0,77880 e A =98,760 .

87. Com estes valores estabelecidos aparecera a altitude que ¢ devida pela velocidade do
efluxo

v = 69,703 pés'S.

Mas se, no entanto, seja criado um lume no dorso do tubo de cerca de cc, que através

dele a 4gua irrompa verticalmente, o jorro d’agua da fonte se elevara a uma altitude do tamanho
2 ~ p . . p .

de 69 3 Ps, € por esta razdo se afastard com 30 pés da altitude da 4gua no vaso. Verdadeiramente

este salto também sera diminufdo de uma quantidade indefinida por causa da resisténcia da at-

. 2
mosfera, de modo que a fonte nem mesmo alcance a altitude de 69 3 pés.

16 Edicdo primeira: 69,701. C.T. Corrigiu
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CASO IV
CASO A AGUA DO VASO CONSTANTEMENTE CHEIO ESCORRA
ATRAVES DE UM TUBO CILINDRICO INCLINADO

88. Seja (Fig. 8) a amplitude do vaso AA = ff e de altura AB = a, o comprimento do
tubo inclinado BC = b, amplitude BB = gg e o ingulo, que estd inclinado com dire¢io a reta
vertical, = {, de modo que c0s {, exptima o seno da inclinagdo em relagdo ao horizonte; verda-

deiramente eflui 4gua através do lume CC = kk, que diante de ff seja minimo, para que seja

k4
Além disso seja colocado
k* —xa 1- —xb 1-38
—=gq, U=e/Sf, A=—— B=e 9, e B= ;
(o8 (o8

com estes tendo sido colocados, sera a altitude devida pela velocidade, com a qual a 4gua

eflui através de CC

ABf + Bgcos{ — (1 — UB)I
v= .
1—x Bg

e e i e . ———— e o

—————ani .-__“.__..-m_;-_..fﬂ

89. Nio sendo a altura do vaso AB = a assaz grande e a sua amplitude ff enorme, serd

Af = a e U = 1, aproximadamente, donde serd obtido

a§B+é(1—QS)gcos(—(1—QS)l
Ve 1-(1-B)g

’

onde, nio podendo g superar a unidade e sendo B < 1, o denominador serd uma quan-
tidade positiva; donde o movimento atingira a uniformidade. Contudo se o numerador fosse ou

= 0 ou uma quantidade negativa, a d4gua certamente nio efluiria, pelo contririo em quietude

permanecera.

90. Se a altura do vaso AB = a seja até certo ponto minima, o efluxo nio estd com

disposicio de se expor, a ndo ser que seja
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gcos{ >l

~ . .. . . ol ~ .
ou a nio ser que a projecdo da declividade do tubo seja maior que s Entdo que seja

colocado
g=n«xl=20,0075n pés,

pata que a agua escorra através do tubo BC, é necessario que seja
cos{ >—.
n

Portanto, se 1 = 1 ou se n < 1, a agua através de tal tubo certamente nio escorrerd;

razdo pela qual, pata que a 4gua escorra, é necessitio que sejan > 1 ou g > [, e entdo a pro-

jecdo da declividade deve ser maior que %

91. Daqui a declividade do leito pode ser designada em favor das correntes, de tal modo
que, caso a declividade fosse menor, a dgua ficasse estagnada. Dependera, no entanto, esta de-
clividade da letra g, que é declarada como a profundidade da corrente. Entdo, a fim de que
definamos esta declividade para qualquer profundidade de corrente, seja a altitude diante da dis-

A g . . , .z .
tancia de mil pés, através do qual o leito se estabelece, = z pés e sera Toog © Seno da declividade.
400

. . ) . 3
Pelo que, portanto, se a profundidade da corrente seja g pés, por isso g = wohen=—-g

PR z 3 - , , . , L. .
sera feito m > mg entao para que a agua escorra através do leltO, € necessario que s¢ja

30 1000 [
zZ>— ou z>—m.
4g g

92. Portanto, poderemos definir a declividade do leito para qualquer profundidade da
corrente, que convenha para uma distancia de mil pés, no momento em que pela primeira vez a
agua segue o fluxo: de tal modo que se a declividade fosse menor, a 4gua ficaria estagnada, que

gera a seguinte tabela.

Profundidade Declividade diante da Profundidade da Declividade diante da
da Corrente dist. 1000 pés Corrente dist. 1000 pés

pe pe pé pé

0,5 ped. ' 15,00 ped. : 5 ped. { 1,50 ped.

1,0 7,50 | 6 1,25

1,5 5,00 | 7 | 1,07

2,0 3,75 | 8 094

2,5 3,00 | 9 083

3,0 2,50 1 10 - 0,75

3,0 ‘ 2,14 ; 11 ; 0,68

4,0 1,874 }' 12 | 0,621

4,5 1,67 ‘ 13 0,58

5,0 1,60 14 0,534

15 0,50
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93. Se, portanto, a declividade diante de uma dada profundidade fosse maior, que esta
tabela indica, a 4gua escoara; e a sua velocidade chegara logo a seguir ao conhecimento, caso

fosse colocado g = 1, donde sera feito

b 1
v=a+<eg —1>(Egcosf—l).

Portanto, sendo mantida a mesma declividade, fica assim patente que contanto que

(>o<l
cos —,
g

a velocidade da corrente sera tanto maior, quanto mais longa for a extensao da corrente.
Além disso, convém ser observado, o curso da prépria corrente ser acelerado, caso seja diminu-
ido o peso da atmosfera.

94. Visto que perante o caso que desenvolvemos (86, 87), no qual a 4gua do vaso com
altura de cem pés por uma distancia de cem pés através de um tubo horizontal, cuja amplitude
1 - .
99 = 155 PEs» era desviada, coloquemos agora que seja a altura deste mesmo vaso a menor pos-

sfvel e que do interior dele a agua através do tubo, inclinado com um angulo semirreto em relagio

a0 horizonte, setr conduzida ao mesmo local C, e diante de ser

1 1
— pés,

99100 " 97710

sera
(> ! b = 100V2 = 141,4 pé
cos — e = = 4 pés.
7 p

95. Sendo, pois, %b = 0,3536, sera B = 0,7022. Estabelecamos, patra aqui, o otificio kk

menor possivel, e perante uma quantidade minima a sera

0,2978 (400 30) 75,299 pést?
v=0, e =175, és17,
\/7 p

. 2, .
Que sendo uma quantidade com 5 5 Pés maiores que o caso precedente, segue que a agua

neste caso ter subido a uma altitude maior, que o caso precedente.

CASOV

CASO A AGUA DO VASO AB ESCORRA OU ATRAVES DE UM TUBO
CILINDRICO INCLINADO BE OU ATRAVES DE UMA INFLEXAO bcE E
DESSE LUGAR IRROMPA ATRAVES DE UM TUBO VERTICAL cD'8

96. Seja minima a altitude a do vaso AB, verdadeiramente maxima a amplitude ff: entio
porque aqui estabeleci desenvolver dois casos, seja em ambas os casos a amplitude do tubo que
transporta

400

17 Edi¢ao primeira: 8 = 0,7021, v = 0,2979 (E — 30) = 75,309. C.T. Corrigiu.

18 Nota do Tradutor: embora nio mencionada no texto original, acredita-se que este caso tenha como referéncia a Figura
9 apresentada no Apéndice.

178



Khronos, Revista de Histdria da Ciéncia
n2 5, junho 2018

BB =bb =cc =gg,

A altura do tubinho vertical CD = ¢ e amplitude cc = hh e um lume em DD = kk.

Entio para o ptimeito caso, seja o comprimento do tubo BE = b e que sua inclinacio em rela-

¢io a vertical = (; serd para o outro caso

179

bc =bcos{ e cE =bsin(.
Além disso, seja colocado

k* k*

97. Com estes estabelecidos para o primeiro caso teremos:
—xa a —xb 1-3 —xc 1-¢C
A=e f  A=—=B=e 9 , B=—,0=eh e C=—;
f «

donde a velocidade do efluxo sera originada da altitude v, qual seja

aBE + = (1 - B)Eg cos{ — =(1 — Oh — (1 — BO)
- 1-(1-%8)C—- (1-06)

v
ou quando substituidos os valores assumidos:
—xb_xc 1 —Xb\ -—xc 1 —xc —xb_xc
e ha+§ l1—e 9 Jenh gcos(—§(1—e h )h— 1—-e g9 h |l

1—(1—6%.(17)6%“9—(1—6%“)[)

ou s¢

—xb_xc —xc
eg h (a—égcos(+l)+eT(égcos(+éh)—éh—l
—xc —xb oc )

1-bh—eh (g—h+ed hg

v =

98. Verdadeiramente para o outro caso, em vista do exposto no paragrafo 39, teremos:

—xb cos{ 1—-98
A=1,Af=a, B=e 9 ,cos{(=1g=g9,a=g e B= et
Entao
—xbsin{ 1-C
C=e n cosn =0, h=g, h=g e CZT
e também
—xc 1-9
D=eh, cosf@ = —1, i=h, i=5h e D= = ;

com tais valores substituidos, produzira a altitude que é devida pela velocidade do efluxo
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—xbcos{ xbsin{ «c 1 —xb cos { «b sin { —xc
1—e e oc(

(+a)e @ s ha+o g g —11—eT)h—l

v =

—xbcos{ —xbsin{ «c —xbsin{ o«c —xc
1_<1_e g >e g hg—(l—e g e_Tg—(l—eT)I)

ou
—xb cos{—xbsin{ «c 1 —xbsin{ «c —xc | 1
h I h — “h —h——h—
€ 9 (a OCg+l)+e 9 c9tenh ch—ch—1
v= «c —xbcos{ «bsin{ «c :
1-hp—er(g—h+e 9 9 hg

99. Também se deve notar, que embora a altura do tubinho CD = ¢ fosse pequena, en-
tretanto diante da razao anteriormente exposta, esta deve ser tomada maior, e quanto menor
fosse a sua amplitude hh, tanto mais deva set aumentada a teal altura de ¢. Mesmo se, portanto,

o tubo CD fosse o mais estreito ou perfurada uma pequena abertura por uma limina, a fragdo

ac . , .
=, Por isso terd um valor tanto maior, quanto menor fosse a pequena abertura ou quanto menor
—ac
fosse h. Portanto, sendo neste caso € h um nimero assaz pequeno, ¢ evidente que a pequena
3 3

abertura tanto menor pode ser feita, de modo que a 4gua por causa disto absolutamente niao
eflua.

100. Se o tubinho DC fosse aberto internamente em DD, serda h = 1 e para o primeiro
caso sera obtido

e%b(a+l—lgcosf)+é(gcos{+h)—e%(l+éh)

[
—%b
1+(e 9 —1>g

Também, diante do segundo caso sera obtido

v =

—ah cos {—xb sin —xbsing xc
e 9 (a+l—ég)+&e 9 g+éh—eT(l+éh)

—xb cos {—xb sin { ’
1+ (e g - 1> g

v =

portanto, todas as vezes que for g < 1, o movimento da dgua atingira o estado de uni-
formidade.

101. O primeiro caso é o que mais serve para ser determinada a retardacdo da agua origi-
nada pela fric¢do através do aqueduto. De cujo movimento que exibimos um exemplo, seja a

altitude @ da 4gua no recepticulo muito pequena, o comptimento do aqueduto BE = b = 2000

, . 16 4 , )

pés, a amplitude gg = 7o 0u g = ¢ pés, altura bc, ou b cos { = 150 pés, também a abertura
~ K* . . 1,

kk tio pequena, que g = 4 possa ser tomado como zero. Finalmente, seja ¢ = 1o Pés, 2 altura

1

do tubinho €D e h = — pés.
100

. . 1 , ab 5 ~
102. Com estes estabelecidos, assumido a = 2000 S¢€rd 5 =" € por esta razio

180



Khronos, Revista de Histdria da Ciéncia
n2 5, junho 2018

—ab

ac
e 9 =0,5352611° e edh = 1,002503.

Logo daqui serd
1
v = Ea + 97,41988 pés20,

Logo, para este caso, contanto que a altitude do vaso AB fosse de seis pés, a dgua através

do lume DD jorrara para a altitude de 100 pés, assim a fric¢io tira 50 pés do jato.

103. Se com os remanescentes mantidos os mesmos, seja gg = le g = 1, sera

1 —ab
—=§ e e 9 =0,606531,

e daqui é obtido

3
v = ga + 106,06 pés?t,

de tal maneira que a 4gua haveria de se elevar nove pés mais alto, do que o caso prece-

dente, devido a amplitude aumentada do tubo BE. Mas se pelo contritio a amplitude do tubo

T . . 9 3, . ab 5 ,
for diminuida, de tal maneira que seja gg = 2 0ug = ¢ pés, diante de 5 =g serd

—ab
e 9 =0,43460

e por esta razio, a altitude devida pela velocidade do efluxo
3
v = 7a + 84,635 pés?2

e desse modo cai mais de 12 pés da altitude do parigrafo precedente. Todavia se for

99 = iou g= %pés, de modo que seja obtido %b =1, sera

—ab
e 9 =0,36788

€ por esta razao
v=oa+ 75679 pés?3;
portanto, agora a altitude do jato é 9 pés menor que anteriormente.
104. Portanto fica patente que nas fontes com jorros d’agua a altitude do jato nido de-
pende s6 da altura do recepticulo ou do reservatério, que geralmente os Autores hidraulicos

designam, mas também principalmente da amplitude e do comprimento dos canais, através dos

quais a agua do interior do reservatério é desviada para as fontes de jorros d’agua. Pois quanto

19 Edicdo primeira: 0,535255. C.T. Cortigiu.
20 Edi¢ao primeira: 97,42124. C.T. Corrigiu.
2! Edi¢do primeira: 106,24. C.T. Cortigiu.
22 Edicao primeira: 84,810. C.T. Corrigiu.
23 Edicao primeira: 75,854. C.T. Cortigiu.
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mais amplos e mais curtos forem os canais, tanto mais préximo a fonte de jato d’agua atinge a
altitude do reservatério, no entanto, com 0s canais mais estreitos e com os excessivamente lon-
gos que pode se tornar muito estendidos, a tal ponto que a 4gua acenda a uma altitude nula. A

causa desta debilitacdo &, pois, a friccdo, aqui expressa pela letra &, de cujo valor aqui coloquei

—_— 1 .
*= %000’

no entanto, considerados certos experimentos, € visto que deve ser colocado

1

4540°

APENDICE ACERCA DAS FONTES DE JATOS D’AGUA24

105. Portanto, daqui se podera definir cuidadosamente a altitude, para a qual a agua nas
fontes de jorros d’agua sera lancada para cima. Com efeito, seja colocada (Fig. 9) primeiramente
a altitude da 4gua no reservatério ou AB = a tio pequena, que 4 vista da prépria elevacio acima
do orificio da fonte DD possa ser avaliada como zero. Além disto, verdadeiramente o tubinho
CD nem muito longo nem muito estreito, tal que % %5 seja uma fracdo menor quanto possivel;
pois para aqui geralmente se submetem todos os casos das fontes de jorros d’dgua. Com aqueles
tendo sido estabelecidos, sera a altitude devida pela velocidade, com que a dgua jorrard através
do orificio DD,

cos —ab —ab
Z% 1—e 9 —Ill1—e 9

4 TN S,

106. Nesta exptessio | denota a altitude da coluna d’4gua com pressio igual ao peso da

atmosfera, e serd, portanto, aproximadamente | = 30 pés. Além disso, b exptime o compri-

mento total do aqueduto BE, através do qual a agua ¢é desviada desde o reservatorio até a fonte

24 A aplicagio do corrente método de cilculo da perda de carga em condutos revela que Euler superestimou considera-
velmente a altura do jato da fonte.

25 Na Reproducio de 1954 e na Edicao primeira: %. Tradutor corrigiu.
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DG que se colocada disposta segundo uma linha reta, como é geralmente o costume, sera b cos {

a altitude da 4gua no reservatério acima da fonte. Por isso, portanto, se esta altitude for declarada

. q .
=q,sericos{ = e deste modo sera

v= (G- (1-7).

107. Além disso assumimos todo o aqueduto cilindrico, assim que deste modo a sua am-
plitude? seja em toda parte a mesma, = gg; se, portanto, o diametro deste aqueduto seja = d,

sera
1 1
gg=-ndd e g=-dVm.
4 2
Pois, tendo sido coletado através de experimentos que é @ = ;, serd

4540

= 2270dm = 4023d .

RI%

Portanto, um calculo satisfatoriamente preciso se conduzird, caso assumamos para o di-

ametro do canal = d

9_ 4000d .
a

108. Entao sendo

diante de

—ab xph «?bh? o«3bp3 «*p*
l1—-e 9 =—— - tc.
e 7 257 + 67~ 24g° + etc

sera obtida a altitude do jato vertical:

( abl) L xb «?b? o3b3 .
v=1\gq 2g+ 697 24g3+ec. ;

onde é

< b b

g _ 4000d"

109. Portanto, eis que segue a regra descoberta sobre a altitude do jato em qualquer fonte
de jato d’agua: Seja dividido o comprimento total do canal pelo didmetro da amplitude do mesmo canal e o
resultado seja colocado = M, entio serd
n__ n? n? N n*
2-4000 6-40002 24-4000%  120-4000*

N=1 etc.

20 Edicdo ptrimeira: altitude. C.T. Corrigiu.
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Além disto q sera a elevagao da dgua no reservatdrio acima da fonte, e serd a altitude do jato

3
v=Ngq —manés.

Ou colocando 43% Nn = M serd a altitude do jato expressa em pés
v=Nqgq—M.

110. Portanto, a partir de um dado numero n, que revela, um certo comprimento do
canal dividido pelo seu didmetro, sejam coletados os valores das letras N e M; entdo primeiro
seja multiplicado o nimero N pela elevacao da agua no reservatorio acima da fonte, cuja altitude
tenha sido dada em pés, e deste produto seja subtraido o segundo nimero, M, e o residuo reve-

lara a altitude do jato expressa em pés.

111. No entanto, este modo nio somente produzira a prépria altitude do jato, como
também a altura devida pela velocidade, com que a 4gua jorra; efetivamente diante desta altitude
subsiste a resisténcia do ar que adicionalmente a diminui um pouco, de tal maneira que, se a
fonte jorrar verticalmente, a altitude serd um pouco menor, que aquela obtida por meio da regra.
Verdadeiramente deste abatimento, a qual tem a origem em outra causa, aqui nio havera ne-
nhuma considerac¢io.

112. Portanto, para qualquer caso apresentado, se possa obter facilmente a altitude do
jato diminuida somente devido a fricgao, convira ser construida uma tabela, a qual para qualquer
valor do préptrio 1, ou descoberto qual o nimero da divisao do comprimento do canal pelo seu
diametro, forneca os valores das letras N e M. Efetivamente, com estes descobertos, se a altura
do reservatério acima do orificio da fonte q for introduzida no calculo, sem dificuldade a altitude
do jato v dai sera obtida, qual seja

v =Nq— M pés.

TABELA?

que apresenta os valores das letras N e M para cada um dos valores da letra n

27 Na tabela de Euler existem muitos erros. Nesta nova tabela, forneci o que foi calculado pot R. Weillero. Sio anexados
a0s valores da primeira edi¢ao pequenos valores entre paréntesis, assim, por exemplo, 8,8594 (-4) signifique que a
tabela de Euler exibe o nimero 8,8590. C.T.
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n N M n N M
100 0,9876 0,7407 0 Rl =) IHgRE fe=ti]
2500 07436 (1) 13,9422 (- 3)
200 09704 (+2) L4631 (+3) 400 0,7353 14,3386 (~- 1)
300 0,9634 (+ 1) 21677 (+1) 2900 07272 (— 1) 14,7253 (- 3)
400 0,9516 2,8549 (—1) 2800 0,7192 (— 1) 15,1024 (— 4)
500 0,9400 3,5251 (—1) 2 900 0,7113 (—1) 15,4703 (- 5)
600 0,9286 41788 (— 1) 3000 0,7035 15,8200 (— 4)
3100 0,6959 (— 1) 16,1789 (— 5)
700 0,9174 48163 (—1) 3 200 0,6883 16,5201 (— 3)
800 0,9063 (+ 1) 5,4381 3300 0,6809 16,8530 (— 5)
900 0,8955 6,0445 (—1) 3400 0,6736 (- 2) 17,1776 (== 5)
1000 0,8848 66359 (_2) 3500 0,6664 17,4941 (— 5)
L5 0.8743 12108 (£1) SO0 0,6?94 {1y 17,8029 (— 3)
3700 0,6524 (— 1) 18,1041 (— 5)
1.200 0,8639 BI85 (—=1) 5400 0,6455 18,3078 (— 3)
1300 0,8538 (—1) 8,3242 (—3) 3900 0,6388 (— 1) 18,6842 (— 5)
1400 0,8437 88594 (—4) 4000 0,6321 18,9636 (— 3)
1500 0,8339 0,3813 (—3) 4100 0,6256 (— 1) 19,2361 (— 5)
4200 0,6191 19,5019 (— 4)
+9 - 98008 3] 4300 0,6127 19,7611 (— 6)
1700 0,8147 (—1) 10,3869 (—3) 4400 0,6065 20,0139 (— 3)
1 800 0,8053 (—1) 10,8712 (—4) 4500 0,6003 20,2604 (— 4)
1900 0,7960 11,3434 (—3) 4600 0,5942 20,5000 (— 4)
9000 07860 18041 (—g) +700 0,5882 20,7354 (— 3)
: 4800 0,5823 20,9642 (— 2)
A0 o 12,2633 (—3) 4 00 0,5765 21,1873 (— 4)
2200 0,7692 12,6915 (—3) 5000 0,5708 21,4049 (— 5)
2300 0,7605 13,1189 (—4) 5100 0,5652 (— 1) 21,6171 (—7)
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n N i n N M

5200 0,5596 (— 1) 21,8240 (— 6) S 000 0,4323 25,9399 (— 1)

5 300 0,5541 (— 1) 22,0259 (—5) S 100 0,4286 26,0402 (— 3)

5 400 0,5487 (— 1) 22,25 ) 8200 0,4250 26,1380 (— 3)

5 500 0,5434 22,4148 (—3) 3300 0,4214 26,2333 (— 2)

5 600 0,5381 (-1 1) 22,6021 (—4) 8400 0,4179 26,3263 (— 2)

5700 0,5330 22,7847 (—3) 8500 0,4144 26,4170 (— 2)

5 800 0,5279 22,9629 (—2) 8600 0,4109 26,5055 (— 3)

5 900 0,5229 23,1366 8700 0,4075 26,5918 (— 3)

6 000 0,5179 23,3061 (—3) 8800 0,4042 (— 1) 26,6759 (— 2)

6 100 0,5130 23,4714 (—35) 8900 0,4009 (—1) 26,7580 (— 2)

6 200 0,5082 23,6326 (—5) 9000 0,3976 26,8380 (— 3)

6 300 0,5035 23,7898 (—4) 9100 0,3944 26,9161 (— 5)

6 400 0,4988 (-- 1) 23,0431 (—3) 9200 0,3912 (+ 1) 26,9922 (— 5)

6 500 0,4942 24,0926 (—2) 9300 0,3881 (+ 1) 27,0665 (— 5)

6 600 0,4897 24,2385 (—4) 9400 0,3849 (+ 1) 27,1389 (—4)

6700 0,4852 24,3808 (—4) 9500 0,3819 27,2096 (— 2)

6 800 0,4808 24,5195 (—3) 9600 0,3789 27,2785 (—3)

6 900 0,4764 (+ 1) 24,6548 (4 6) 9700 0,3759 (4 1) 27,3457 (— 3)

7000 0,4721 24,7868 (—2) 9800 0,3729 (+ 3) 27,4112 (—2)

7100 0,4679 24,9155 (—4) 9900 0,3700 (+ 2) 274751 (—1)

7 200 0,4637 (4 1) 25,0410 (—4) 10000 0,3672 27,5375 (— 2)

7 300 0,4596 (+ 1) 25,1635 (—4) 11000 0,3404 28,0822 (— 1)

7 400 0,4555 (+ 1) 25,2829 12 000 0,3167 28,5064 (— 1)

7 500 0,4515 95,3994 (—5) 13000 0,2958 28,8368 (-— 5)

7 600 0,4476 (— 1) 25,5129 (—4) 14000 0,2771 29,0941 (— 1)
7700 0,4437 (— 1) 25,6237 (— 3) 15000 0,2604 29,2045 (— 1)

7 800 0,4399 (— 1) 25,7318 (—2) 16 000 0,2454 29,4505 (-101)
7900 04361 (— 1) 25,8372 (—1) 17000 0.2319 29,5721 (4 7)

n N M n N M

18 000 0,2198 (— 1) 29,6667 (— 3) 50 000 0,0800 29,9999
19 000 0,2087 (— 1) 29,7404 (4 1)
20 000 0,1987 (— 1) 29,7979 (— 1) 8b 000 0,0721 30,0000
21 000 0,1895 29,8426 (— 1) 60 000 0,0667 (—-1) 30,0000
22 000 0,1811 29,8774 (—1) 65 000 0,0615 30,0000
23 000 0,1733 (- 1) 29,9045 (+ 1) 70 000 00571 30,0000
24 000 0,1663 29,9256
25 000 0,1597 20,9421 75000 0,0533 30,0000
26 000 0,1536 20,9549 (— 2) 80 000 0,0500 30,0000
27 000 0,1480 (— 1) 29,9649 85 000 0,0471 (__ ]) 30,0000
28 000 0,1427 29,9726 (- 1) y ‘ N )
29 000 0,1378 29,9787 i O 30,0000
30 000 0,1333 (— 1) 20,9834 (44 90000 0,0421 30,0000
31 000 0,1290 29,9871 (+ 3) 100 000 0,0400 30,0000
32 000 0,1250 29,9899 (+2) 110 000 0,0364 30,0000
33 000 0,121% 29,9922 (+ 3) 120 000 00333 30,0000
34 000 0,1176 29,9939 (+34)
35 000 0,1143 29,9952 130 000 0,0308 30,0000
36 000 0,1111 29,9963 (+ 1) 140 000 0,0286 30,0000
37 000 0,1081 29,9971 (—34) 150 000 0,0267 30,0000
38 000 0,1053 29,9978 (+ 1) - )
39 000 0,1026 (— 1) 29,9983 L0000 e 30,0000
40000 0,1000 20,9986 (+1) 170000 0,0235 30,0000
41 000 0,0976 29,9989 (+ 1) 180000 0,0222 30,0000
42 000 0,0952 29,9992 190 000 0,0211 30,0000
43 000 0,0930 29,9994 :
44 000 0,0909 29,9995 2001000 50200 30,0000
45 000 0,0889 29,0996 300 000 0,0133 30,0000
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113. Nio ¢ tarefa, que esta tabela seja continuada mais além; se, com efeito, n for um

namero maior que 50 000, serd justamente

4000
N =

M = 30 pés.
- e pés

Logo, qualquer que fosse a distancia ou o comprimento do canal e do diametro, a partir
de n calculado, que surge da divisio do comprimento pelo diametro, com a ajuda desta tabela
facilmente sdo selecionados os valotes N e M, que tendo sido descobertos, se a elevacio da dgua

no reservatoério acima da fonte seja colocada = q, sera a altura da fonte
v=Nq— M pés.

114. Se nula fosse a fric¢do, a altura da fonte v seria igual a altitude do reservatério q ou
q = v. Donde fica exposto que por causa da fric¢do esta altitude ¢ diminui com duplo modo:
com efeito, primeiro deve ser multiplicada por N, que é um nimero menor que a unidade; entdo
verdadeiramente, além disto, deste produto se deve subtrair a altura M, a qual ndo pode superar
30 pés, e ainda esta tltima diminuicdo ¢ devida a pressdo da atmosfera, a qual se maior ou menor

fosse, os numeros M pela mesma razio devessem aumentar ou diminuir.

. L M
115. Portanto, daqui fica claro, que se a altura do reservatério g for menor que > A agua

ndo sai do orificio DD, pois o movimento dela é profundamente restringido pela fric¢do. Desse

modo se fosse 1 = 100 000, a fonte ndo dard jato, a ndo ser que seja

3000
q>T ou q > 750 pés.

No entanto, por outro lado, se a altura q fosse concedida, para que a dgua pelo menos
M . M .
eflua, deve ser ~ < @; pois como cresga o valor - com o aumento de n, logo chegara ao conhe-

cimento o limite, abaixo do qual deve cessar o valor do préprio n.

116. Se o local do reservatério for dado juntamente com o local da fonte e seja procurado
este duto de agua, com o qual a fonte acomete a maxima altitude, primeiro deve ser dirigido o
duto do reservatorio segundo uma linha reta o quanto for possivel; depois, verdadeiramente
desejavel de preferéncia que fique satisfeito, se foi atribuida a maxima amplitude ao canal, quanto
as circunstancias permitam. Com efeito, da tabela a altitude do jato mostra-se antes de tudo
depender da amplitude do canal.

117. Afim de que seja examinado um exemplo, seja a altitude do resetvatério g = 130
pés e a distancia dele até a fonte b = 2500 pés e diante dos didmetros de vatios canais a altitude

do jato deste modo se conhecera:

Diam. do canal 1 l l 1 1 1
2 3 4 5 6
ndmero n 2500 5000 7500 10 000 12 500 15 000
N... 0,7436 0,5708 0,4515 0,3672 0,305928 0,2604
M.... 13,942 21,405 25,399 27,538 28,68226 29,295
alt. do jato v 82,72 52,80 33,30 20,19 11,102 4,56

28 Edi¢do ptimeira: 0,3062, 28,660, 11,19. C.T. Cortigiu.
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Portanto, se o diametro do canal fosse menor que - p¢, adgua claramente nio saltara.

118. Além disso, fica evidente que a 4gua nio pode ser trazida de local muito afastado, a
ndo ser que esse local seja bastante elevado: por essa razdo, ndo é permitido que os canais sejam
feitos demasiadamente amplos. Desse modo, se a agua for retirada de uma distancia de um mi-
lhar, tal como seja b = 25 000, ¢ o diametro dos canais seja de % pé, sera n = 100 000, que
ndo pode ser colocada a disposi¢do, a menos que o reservatério esteja elevado a mais de 750 pés
acima do local da fonte. Portanto, estabelecamos que esta elevacio seja ¢ = 1000 pés e a dgua
da fonte ndo ascenderd a uma altitude maior que 10 pés: mas se fosse ¢ = 2000 pés, a altura do
jato avangasse a 50 pés e para cada mil pés, com os quais a altura g é aumentada, a altitude do

salto aumenta em 40 pés de cada vez.

119. Se a atmosfera exercesse pressio nula, devesse ser omitida a quantidade M; e neste
caso a agua irrompesse através do orificio DD, como se a d4gua no reservatério fosse mais elevada.
Mas fosse v = Nq, ou se diante da fric¢do se tivesse CG junto de CF, como que o nimero N
proximo da unidade; todavia é N < 1, a menos que n = 0, e os principais valores do préprio N

para sequéncias de valores do préprio n corresponderio:

AN
N
|~
O]

1
5

2 1 1 1
3 2 3 4

B w

400 | 500 | 300 | 1300 5700 9860 4000 8000 2000 6000
Daqui se fosse N = % e v>5,seran =4000v.

120. No entanto, diante da pressdo da atmosfera, a altura da fonte CG é mais reduzida e

da altura ja diminuida Nq se deve, além disso, subtrair a altura M, de tal modo que apareca:
v=Nqgq—M.
. , b .
Também, fica patente da tabela anexa, que todas as vezes que o nimero S=n for maior
que 50 000, sera

4000d ,
v=——q— 30 pés.
b
pois, sendo a pressao da atmosfera variavel e proporcional com a altura do mercuario no
barémetro, segue que as fontes de jato d’agua devem por isso ascender para uma altura maior,

quanto menos elevado for o mercirio no barometro.
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