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RELATO DE EXPERIENCIA

TORRE DE HANOI E CONSTRUCAO DO CONHECIMENTO
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RESUMO: Trata-se, no presente texto, de ilustrar uma experiéncia do autor ¢ dos participantes do Labo-
ratdrio de Psicopedagogia, que cle coordena, Esta consiste no uso de jogos para a andlise, tedrica e educa-
cional, de termos que se quer importantes ao processo do conhecimento (com &énfase no problema da
aprendizagem escolar em Lingua Portuguesa ou Matemitica). O exemplo aqui apresentado refere-se ao
jogo ou quebra-cabega "Torre de Hanéi" e por seu intermédio sio analisados alguns aspectos que Piaget
considera em sua teoria do conhecimento.

DESCRITORES: Tcoria do conhecimento. Processos cognitivos. Psicologia educacional. Jean Piaget.

Escolhi, como ilustragiio daquilo que temos fcito em nosso Laboratério de Psicopedagogia (LaPp), o
texto “Torre de landi e construgdo do conhecimento”, ndio por acaso. De minha parte, conheci, hd quinze
anos, este interessante e antigo ¢ tido alegérico jogo (ou quebra-cabega) chings por intermédio do livro “La
prise de conscience” de Piaget (1974, cap. XII). Desde entdio, sempre quc possivel, utilizo-o em minhas au-
las ou conferéneias. Sob minha oricntagiio, Leny Martins Rodrigues Teixeira, cm 1983, usou-0 como ins-
trumento de sua pesquisa, relatada na dissertaglio “Permuta¢ao, quantificagdo de probabilidades e torre de
Handi: Andlise comparativa em escolares de segundo grau”.

O texto, que se lerd a seguir, ainda que nunca publicado, tem sido basc de muitas aulas ¢ oficinas,
dentro de um projeto de nosso laboratério, que cu designo por "Oficina de jogos ¢ tcoria de Piaget”. Por
isso, o caso "Torre de Han6i" ¢ os aspectos tedricos aqui analisados sdo, insisto, ilustragio desta nossa (o
rica, intcnsa e, lalvez, ousada experiéncia de pretender — via jogos — analisar nogdes ou principios que
julgamos importantes ao estudo da teoria de Piaget. Esta cxperiéncia tem sido realizada com alunos de
nivel universitdrio, professores de primeiro ¢ segundo graus, ou outros profissionais interessados cm Piaget
ou na andlise psicol6gica ou pedagdgica da questio do conhecimento.

O procedimento que utilizamos nas oficinas de jogos, com o intuito de transmitir aspectos fundamen-
tais da teoria de Piaget, 1m geralmente a scguinte divisdo: em uma primeira parte, os alunos realizam um
Jjogo, ja dirigidos para aspectos que serdio, na segunda parte, tematizados na perspectiva daquele autor, para,
em uma tereeira ¢ tltima parte, refletir-se sobre decorréncias cducacionais de tudo isso. Geralmente, o tra-
balho prdtico € feito em grupo ¢ muitas vezes cslas trés partes ocorrem em outra seqiiéneia, segundo a
dindmica sugerida pelo funcionamento do grupo.

Para considerar como se processa o conhecimento podemos nos servir de um jogo, muito utilizado
por professores de Matemitica, no tépico "Solugfio de Problemas”. Trata-s¢ da "Torre de Han6i" (Piaget,
1974). Esta consiste cm um dispositivo composto de trés colunas coloridas, dentro das quais pode-sc insc-
rir pegas circulares de diferentes didmetros, gragas ao furo central que todas €m. As regras do jogo sio
muito simples: (a) s6 se pode locomover um disco por vez; (b) um disco menor s6 pode ser colocado sobre
um maior, jamais o contrdrio; ¢ (¢) trata-se sempre de refazer, cm outra coluna, uma torre de um, dois, trés
ou mais discos. As colunas intercambiam-se nas fungdes de coluna de partida (lugar da torre inicial), inter-
medidria ¢ coluna de chegada (lugar onde se refard a torre),

Ao cletuar a experitneia de transportar uma torre de uma coluna para outra, julgamos intcressante
considerar as seguintes questdes ou problemas:
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1. Inventar um cédigo que nos possibilitc anotar as difcrentes movimentagdes cfctuadas, nos casos de
torres com 1, 2, 3,4 ou 5 discos;

2. Analisar as regularidades que existem cntre as torres de nimeros pares ¢ de nimeros impares de discos;

3. Analisar os movimentos do disco 1 (o menor de lodos), do disco 2 (o segundo menor de todos) e, assim,
por diantc;

4. Preencher o quadro abaixo ¢ analisar as regularidades entre os nimeros de deslocamentos entre cles:

Discos
1 2 3 4 5 N? total de

Torre Deslocamentos
1
2
3
4
-]
N total de
Deslocamentos

5. Gencralizar os aspectos acima para torres de 6, 7 ou n discos;
6. Inventar uma equagfio que nos possibilite prever o nidmero minimo de deslocamentos para n discos.

Quanto ao cédigo (1) propomos, tal como Piaget (1974), que sc adote a scguinte convengdo: A, para
a coluna dc partida; B, para a coluna intecrmedidria ¢ C, para a de chegada. Isso, para quaisquer que sejam
os lugarcs destas colunas, ou scja, 0 que importa sfio as fungdes das colunas csquerda, dircita ou central, ¢
niio scus lugarcs. Por este meio podemos registrar os movimentos de uma torre de dois discos, por exem-
plo, da scguinte forma: 1AB/2AC/1BC, onde 1 ¢ 2 relerem-se aos discos ¢ A, B ¢ C sdo colunas de partida
(A), intermedidria (B) ou de chegada (C).

Quanto as regularidades (2) existentes entre as torres de ndmeros parcs constalcmos (que sempre
comegam pela coluna intermedidria ¢ que as de ndmeros impares, sempre pela coluna de chegada. Assim,
para uma torre de qualquer nimero sabemos por onde comegar.

Sc acompanharmos (3) os movimentos dos discos um a um, verificaremos que todos seguem o mces-
mo pereurso, isto é, viio de uma coluna (por cxemplo, A) para outra (B) ¢ em seguida para a terceira (C),
rccomegando nesta mesma ordem. Ou entiio, a ordem é, A, C, B; A, C, B; ¢, assim, sucessivamente, O joga-
dor pacicnte poderd, com estes conhecimentos, escrever o (exto que cnumera a movimentagfio dos discos de
uma torre qualquer, pois sabe 0 movimento do primeiro disco ¢ sua seqiiéncia de movimentagdio. Dai pode
deduzir 0 movimento do segundo disco — sc o primeiro fcz o movimento A/B/C, o segundo s6 poderd fa-
zer 0 movimento A/C/B — ¢ de todos os demais.

Quanto ao quadro (4) verilicamos, pelo menos duas regularidades: hi sempre um disco — o (ltimo
— que movimenta-sc uma tnica vez (vai de A a C) ¢ todos os demais movimentam-se em alguma poténcia
de dois. Com isso, uma andlisc da coluna relativa ao ndmero total de deslocamentos, aplicando-se a ¢la o
principio da recorréncia, indicard que sempre temos o dobro da coluna anterior mais um,

A generalizagiio (5) do nimero total de deslocamentos para 6, 7 ou n discos poderd ser [cita nos dois
primciros casos dobrando-se, como jd sc sabe, os valores, da coluna anterior ¢ acrescentando-se um. Quan-
to A generalizag@io completiva (Piaget, 1978) ou [érmula para n discos pode-sc abstrai-la a partir dos aspec-
tos j4 mencionados: 2° - 1, onde n representa o nimero de discos. Por esse meio, chega-se entiio 4 equagiio
solicitada (6).

Depois de tudo isso, podemos [azer algumas consideragdes sobre como s processa o conhecimento,
a partir dc nossa experiéneia com a Torre de Han6i:

1. Na visiio dc Piaget (1976), o conhecimento ¢ sempre resultado de um processo de construgiio, cm que
partindo-s¢ de alguns dados no inicio ¢ de muito trabalho, via agiio determinada ¢ problematizadora, cs-
tabelecemos relagdes de inicio insuspeitadas, cntre os aspectos do sistema em estudo. Neste sentido, o
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conhecimento ¢ sempre um processo reciproco e solidirio de invengio e descoberta das Icis ou cle-
mentos que determinam o funcionamento ¢ a estrutura de um sistema. Reciproco, porque se trata de con-
siderar um clemento em relagfio ao(s) outro(s). Soliddrio, porque compreender um aspecto implica em
conhecer outros que o complementam no sistema. Invengilo, porque s¢ trata de criar codigos, testar
hip6teses, buscar rclagdes, transformar os observiveis em jogo coordenando-os entre si (por classifi-
cagiio ou relaglio), Descoberla, porque as leis de composigiio pertencem ao sistema considerado (Torre
dc Handi, no caso), isto ¢, trata-sc¢ dc inventarmos regras que correspondam a um objeto que € exterior a
nés mesmos. Além disso, a experiéncia da Torre de Handi pode nos lembrar que se trata de um conheci-
mento construido ¢ que melhora, aperfcigoa-se, incessantemente ao longo do processo. Nestes termos,
esta visdo de conhecimento opdem-se (cf., por exemplo, Piaget, 1970) a duas oulras clissicas: (a) a que
concebe o conhecimento como um processo predominantemente exégeno (que depende exclusivamente
de aspectos externos — sociais ou naturais — ao sujeito que conhece) ou (b) como um processo pre-
dominantemente endégeno (que depende exclusivamente de aspectos internos — biol6gicos, [isicos ou
maturacionais — ao sujcito que conhece). Nesta tereeira posi¢iio, 0 conhecimento ¢ produto de uma in-
teracio constante entre aspectos do sujeito ¢ do objeto, em que cada parte depende da outra, repito, so-
liddria ¢ reciprocamente.

2. Um outro aspeclo, que a experiéneia da Torre de Hanoi pode nos levar a considerar cm termos do como
s¢ processa o conhecimento, diz respeito a solidaricdade enwre o "fazer” ¢ o "compreender” (Piaget,
1974). Neste jogo, o lazer, no sentido de ter &xito — deslocar uma torre de uma coluna para outra utili-
zando um nimero minimo de deslocamentos — depende do compreender — ter consciéneia das Ieis que
regulam as relagdes entre os movimentos de cada uma das pegas. E claro que hd situagdes cm que o fa-
zer ¢ mdximo ¢ o compreender ¢ minimo (como, por exemplo, no comportamento de criangas pequenas)
¢ outras em quc o compreender ¢ midximo ¢ o fazer, minimo (como, por exemplo, entre adultos que fa-
zem uma Matemadtica ou Fisica tedricas). Mas, cedo ou tarde, hd exigéneias para que cstas relagdes sc
cquilibrem. No sentido de aprofundar um pouco nossas reflexdes sobre as diferengas entre o fazer ¢ 0
compreender, transcrevo no quadro abaixo alguns aspectos que distinguem estes dois conhecimentos:

FAZER COMPREENDER
Funcional: dominar objctivos ¢ Estrutural: dominar os mcios
resultados ou as razdes
espago-temporal a-cspacial ¢ a-temporal
contextual a-contextual
busca a clicdcia (cardter busca a verdade (cardter
técnico) cicntifico)
perif€rico central
conhccimento em extensio conhecimento ¢m compreensdo
(pritico) (lebrico)

3. O conhccimento processa-se — vimo-lo na experiéneia da Torre de Handi — por uma dialética "mceio-
fim" (Piaget, 1970) ou scja, o que ¢ [im em uma situagiio, torna-s¢ Mcio na scguinte ¢, assim, sempre.
Em outras palavras, conhecer ¢ aplicar, transferir, generalizar, o que s¢ adquiriu em uma situagdio para
uma outra. No caso da Torre de Han6i, refiro-me ao montar a torre de dois discos na coluna interme-
didria, para liberar o espago do disco, na coluna de chegada ¢, assim, poder montar sobre cste, a torre de
dois discos. Nestes termos, saber transportar uma torre de trés discos, implica ecm saber montar uma
torre de dois! O conhecimento (Piaget, Inhelder, 1966) supde, assim, um processo de reconstituigio
(fazer uma torre ndio importa em que lugar), de descentraciio (rcalizar ou pensar algo cm difcrentes
perspectivas) ¢ de cooperagio (realizar ou pensar algo de forma soliddria, em que os termos cstio sem-
pre relacionados cntre si),

4. O conhceimento, pudemos experiencid-lo lambém na torre, processa-s¢ por um principio de decompo-
sigio (Piaget, 1974), de andlisc: montar uma torre de cinco, implica cm montar uma torre de quatro, na
coluna intermedidria ¢, para isso, uma de trés na coluna de chegada ¢, para isso, uma de dois, na coluna
intermedidria,

5. O conhecimento processa-se por um principio de transitividade (Piaget, 1974/1977): cxceto o disco
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maior (cm qualquer torre) que sempre passa dircto da coluna de partida para a de chegada, todos os ou-

tros s6 chegam ali pela via da coluna intermedidria, ou scja, ndo hd conhecimento sem um processo de

mediagio, tal que duas coisas sé sc rclacionam, entre si, pela via de uma terceira. Conhecer €, portanto,

inventar/descobrir "pontes”.
6. O conhecimento processa-se por um principio de recorréncia (Piaget, 1974) (1): no aspecto seguinte
deve-se sempre recorrer ao anterior ¢, assim, sucessivamente, Quem sabe verdadeiramente transportar
uma torre de dois discos, saberd transportar uma de trés, basta que saiba recorrer aquela, agora montada
na coluna intermedidria!
O conhecimento processa-se por um principio de reversibilidade (Piaget ¢ Inhelder, 1966): deve-se
considerar simullancamente todos os aspectos da situagio em jogo. Para isso temos que ser capazes de:
— fazer antecipagdes — considerar cm cada movimento todos os oulros; caso contrdrio, agiremos por
€nsaio ¢ erro ¢ cometeremos um nimero excessivo ¢ dispensdvel de deslocamentos; ou scja, quem co-
nhece o primeiro movimento, deve também conhecer o (iltimo (em outros termos: 0s movimentos relacio-
nam-se entre si ¢ sdo interdependentes);
— ser flexiveis — as trés colunas devem ser usadas ou pensadas como podendo ser ao mesmo tempo ¢ no
mesmo jogo como de partida, de chegada ou intermedidria;
— relacionar a parte com o todo — todos os clementos devem ser incluidos ou excluidos em cada jogada,
tal que se possa — parte por parte —cfctuar o transporte da torre.
O conhecimento enquanto processo de transformagfo, por intermédio do qual um sistema, no principio
cadtico e desconhecido por nds, organiza-se segundo suas leis de composigdo; por outro lado, depende
de um principio de identidade (Piaget, Sinclair ¢ Bang, 1968). O disco 1 é sempre o menor, nfio importa
onde esteja; as colunas de partida, intermedidria ou de chegada mudam de posicdo, isto €, ou estio na
coluna a direila, no centro ou a esquerda do jogador, mas naquele jogo, ndo importa o lugar, serdo sem-
pre caraclerizadas desta forma. As regras sfio sempre as mesmas ¢ s¢ mudarem, dai para frente — enquan-
to durar o jogo — manter-se-io iguais. O movimento dos discos nas torres de nimero par é sempre o
mesmo; idem, para as torres de nimero impar.

Podemos, assim, resumir os ingredientes que possibilitam o conhecimento de algo nos seguintes ter-
mos: (a) interagdo, (b) construgdo, (¢) invengdo (enquanto assimilagio, transformagiio, dedugdio ou impli-
caglio), (d) descoberta (enquanto correspondéncia, acomodagdo, indugdo ou explicagfio), (¢) regulagio, (f)
recorréncia, (g) reversibilidade, (h) reconstituigio/descentragfio/cooperagdo, (i) decomposicao, (j) transitivi-
dade/mediagdo, (1) fazer/compreender, isto €, dialética meio/fim, (m) identidade. Além disso, consideremos
que cm Piagct os termos abstragdo (1977) e gencralizagiio (1978) sintetizam tudo isto.

Escolhi o sistema Torre de Han6i para descrever aspectos do processo do conhecimento porque penso
que, metaloricamente, podemos ver a Escola como uma grande torre (pode-se imaginar as sérics como cor-
respondendo a um nimero crescente de discos). O problema dos cducadores € sempre 0 mesmo: transportar
scus alunos de um nivel de conhecimento ("coluna de partida”) a outro ("coluna de chegada"), usando para
isso os diversos recursos disponiveis ("coluna intermedidria"). Nestes termos, basta-nos, talvez, voltar aos
principios, enumerados acima, ¢ pensi-los agora em termos da escola, em termos de nossa atuagdio como
parte deste sistema. Serd que nds ou a escola cstamos favorecendo ou dificultando o processo de conheci-
mento de nossos alunos, razio de ser dela enquanto instituigiio, ¢ de nés, enquanto profissionais?
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MACEDO, L. The "Hanoi Tower" and the construction of knowledge. Psicologia-USP, Sio Paulo,
2(1/2): 125-129, 1991.

ABSTRACT: The article presents the illustration of the author and participants' experience on the psy-
chopedagogy Laboratory under his coordination. The experience consists on the use of games for the
analysis (theoretical and educational) of terms of significance for the knowledge process (with emphasis
on the Portuguese Language or Mathematics learning problem). The example here presented refers to the
game or puzzle "Hanoi Tower" and through it the author analyses some aspects considered by Piaget in
his knowledge theory.

INDEX TERMS: Knowledge Theory. Cognitive processes. Educational psychology. Jean Piaget.
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