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1. Introduction. Notations !i rarpels ~ ~ produ1ts 

tensorials topologiQues. 

Un th~or~me remarquab1e de DvoretzkY-ROgers ' [31 affirme 
qu'un espaee de Banach ou toute suite sommable est absolument sos 

mable, est tore~ment de dimension tinie. J'ai retrouv~ ce resul

tat par una m~thode comp1hement diff~rente [5 ,Chap.2, tin du nR. 

21. Ces deux m~thodes ont des champs d'applieation tr~s di1fe
rents. Nous allons deve10pper iei quelques resultats interessants 

de nature metrique qui se d~montrent A l'aide du lemme fond~~en

tal de [31, et dont quelques-un~ ont ~t~ signalee dans [51.~ 
" Je suppose COMue ~a signification des symboles . ~ at 

® introduits dans [41 et son r'sum~ (51; cependant, dana ces 
~ " travaux, j' emploie encore 1e signe ® au lieu de 0 (ce dernier 

~ 
eat plus auggestH pour la dualite entre les operations ® et 

~ , et se prbts d'ailleurs mieux A une extension systematique 

du form~lisme tensorisl-topologique). Pour simplifier, nous consl 

derons uniquement des eapaces de Banach, dans toute la suite. 

E0B' est le complete de E®F (produit tensoriel algebrique or

dinaire de E at F) pour une norme, notee lul~, tells que ~ 

dual ~ Ei§F soit exactement l'eapace B(E,P) ill formes blli
n~aires continues.!!.B!: EXF, mun1 de sa norme usue11e.Il s'ensuit 
aisement que pour tout espace de Banach G, il Y a correspondanee 
bi~ivoque canoniqus, preservant les normes naturelles, entre ap
plications bilineaires continues de EX 'P dans G, et applica

tions 11neaires continues de E~P dans G. E~F estl'adheren

cs de E®P dans B(E' ,F'), quand on 1nterpr~te E~F comme un 
espace de formes bilinea1res sur ·E'X F'. La norme induits 

v 
E<&lP par B(E' ,F') est notee lul v ' ou Ilull (su1vant 
general pour la norms d'uns forme bilineaire). Le dual de 

sur 
1 'usage 

v 
E®,F 

sera note B~(E,F), c'eat un 8epace de formes bilineaires conti-
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Soient Ei,'i des eepaces de Banach (i-l,2), ui une a£ 

plic~tion lindaire continue de Ei dans 'i' alors U~&U2 eot 

une application linea~re de El~E2 dans 'l~'2' qui sst conti
nue' pour . les normes ®, et auasi pour les normes ®. Par prolo,!! 
gement 'par continuite, on obtient donc une application lineaire 

".... '" ..... cont;iJlue ul ®u2 de E10E2 dans 'l®'2' et une application 11 
neaire continue ul ~ u2 de El ® E2 dans '1 Q6, 2' On ad' al1-
leurs 

Mais en gdneral, ul ®u2 n'est pas continue pour les normes 10-
v ...... 

duites par El~E2 et 'l®P2 (en particulier, prenant pour u st 
v les applications identiqueo E ~ E et P ~ F, cela revient 

,.., v 
alors A dire qu'en gentiral E®P f:. X®, I). 

Propos1tion 1, Soient El ,'1 (1=1,2) ~ espaces de ~

nach, ui ~ application I1neaire continue ~ Xi 2!!!! 'i'SuP
posons que Ei ~ Ei satisfaose! l! condition d'approx1mat10n 
mtHrique. Pour que u1®u2 !!£!! cont1nue .!! £!. ~ ~M pour 

ill normes induites par Xl ®Ez .!! '1$'2' (1.e. !!! p~olone,;e m 
~ applicat10n l1n6aire cont1nue ~!!2!!!l!!. ~ M ~ El ®E2 ~ 

, 1 ®, 2) .ll!!l:!!!.1 II suffit que l' application ui ® ui £!. 
Fi®'2 ~ Bi®Ei aat1sfasse ~ lu condition analogue. 

So1t en effet v = ul ®u2 ' si v ddf1nit une applica-
v ....... 

t 1 on l1neaire de norme ~ M: El ® E2 ~ F 1 ® F 2' alors oa transpo-
see v' peut Qtre conaideres comms une application I1neairs de 

'" norme v~M du dUlll B(Fl ,F2) de Jo\®Jo'2 dans le dual B"(El ,E2) 

de El®E2' Sur Fi®FZ' v' 6S reduit A uiQl>ui, appl1quant 
Jo'i® Fi duns' Ei ~E2' et comme lss normss our ces sopaces, envio!! 
gees duns l'~noncd. Bont celleo indultes par B('l,'2) resp, par 

B~(El.E2) (voir ci-dessua), ui~u2 a bien la propr1ete annonc~e 

dane l'enonce. La r6ciproque se demontre de !~on exactement oymf 
tr1que. 
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2. Rappels ~ certaines claases de ~~. 

Si 1 ~ P < + 00, on designe par gP l' espace des suites 
scalaires de puissance p.~me integrable, muni de sa norme usuelle 

lIe ~i) lip = ( z::: 1/\ 1 P)l/p qui en tai t un eapace de Banach. Pour 

p =00, roo de!igne l'eapace des suite~" scala,ires bornees, muni 

de la norme U(~i)lIeo= S~P jAil, qui en tait un espace de Banach. 
£.0 designe Ie sous-espace ferme de goo forme des suites qui 

tendent vers 0, espace muni de la norme induite. Plua generalement, 

si E est un espace de Banach, et 14 p< +00, on designe par .t~ 
l'espace des suites (xi) dans E telles que la suite des normes 

soit dans QP, muni de la norme lI(xi)l~ = (2:UxiljP)l/P, qui en 
il\oo 

tait un eepace de Banach [2,Chap.4}, de m&me ~E deSigne l'esp~ 
ce de Banach des suites bornees dane E, muni de la norme 

lI(xi) "I)() '"' S~p IIx~I, et £'o(E) Ie soua-eepace torme de5 suites 
dans E qui tendent vers o. 

Soit toujours E un eepace de Banach, et l~p",,+ 00 • 

Une Buite (xi) dana E eat d1te scalairement de puissance p.~me 
integrable (ou aussi ecalairement bornee, dana Ie cas p=+oo) si 

que1 quo aoit x'EE', 10. suite «Xi,x;» est dana !P. Dooi-

gnons alors par ux' cot element do ~P, u cot donc une app1ic~ 
tion de E' dano ~P, manifeetement lineaire, et de plus continuo 

en vertu du theor'me du grapho tarmo (car contlnue }:,cur In topol.£. 
gie aur ~p do 10. convergence euivant 1es coordoncos, qui eat af 

parce at Moina tine que 1a topo10gie no=moo nature~~ do tp).Su~ 
posant alora p> I, la tranapoodo do u detini t uno application 
llneairo continue de ~p' (1 + 1, = 1) dano E-. Comme on voit 

- P. P 
nUB6itOt que u'e i C Xi ( (01) dea1gnant Is "baae canon1que de 
gP'), et que l'ospace voctoriol engendro par 10e 0 1 dans QP' 

oe~ . ~::~mee (car p' < +(0). on volt que u' (iP' ) C E. On peut pre
cioer l'appl1cat1on 11neaire continue v: ~p. ~ E aina1 det1-

nie par Ia Buito (Xi) eca1airement de puisaance p.bme integra

ble: ~ ~ ~ - ( 'Ai) E. gt. ("'iX 1) ~.!:!ill!. ~ sommable 
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dans E, e t 2: A xl :: v A. En e!tet (th. d 'Orlicz) on Bait que 
i i . 

dire que ("i xi) ost sommable revient a dire que pour toute sui 

te (~i) €. Roo, la suite (fl \x1 ) est Bommable dans E pour la 
topologie taiblo, i.e • . il existe un · xeE (somme de cette suite) 

tel que (x,x') = 2:<"1~1x1'x') pour tout x'E,E'. Or 11 
1 

suffit de prendre x =v{ ( P01?'1»' comme on constate aussitOt, at 
cela montre en mGme temps, en !a1sant ~1 = 1 pour tout 1, que 

2:~xl :: v«~». De plus~ on a uns r~c1proque; §.L l.c:p ~ +00, 

toute application lin~aireeont1nue v ~ g,P .!!I'.'.!!! E ill d~
par-llne ~ (Xl) ~ E oeala1rement ~ puissance p.bme int6-
grable, ~ determ1nee par v. En ettet, les x1 sont bien d~

te-;mines par xi" vei; d'a111eurs, comme la suite (e1 ) dana 
Qp es~'manifestement .cala1rement de puissance p.~me integrable 
(le dual de !P' etant {p) 11 en est de mGme de son image (Xl) 
dans E par l'application . v. D'autre part~ v c~ncide avec 

l'applicat1on ('A1 ) ~L?1X1 sur les e1 , done sur l'espace 
vectoriel ferme ongendr6 par les e1 , qUi n'est autre que !P'lUl 

. mGme (car p' c(oo). En resum~, nous avons obtenu la 

Proposition s'.!!2ll E E'! espaee ~ Banach, II l<p ~ 

~ +00, 1 ~p' < +00, lip + lip' = 1. L'espaee L(~P' ,E) ill ll
pllcatlons lineaires continues 2.!!. ~p' dans E e'ident1!ie A ~ 
espace ~ suitee (Xi) ~ E scalatrement ~ puisBance p.bme 

integrablee:! v correspond lA ID.!U!. (x1 ) '" (vel)' A (x1 ) ~

plication v({ "1» = 2:"1 Xl (l:!. deuxlbme 'membra lli.lYlt aerie 
sommable ~ E). 

S1 1 ~ p ::;'00, DOUS d6s1gnons par lip «x1» la norme de 
l'application linea1re u de . E' dans !P def1n1e par una sui 

te (Xi) dans E scalairement de puissance p.~me 1nt~grable; 
dana Ie cas 1 <. p ~ + 00, c' est done auss1 la norme de I' app11ca
tion 11neai~e de 1P' dans E qui correspond a ~ette suite (ca! 

te application n'etant autre que la transposee de u). 

Suppoaant touJouro 1 <. p ~ +00, l' eepace gP®E, adhere,a 
ce dans L(&P' ,E) du sous-sspace !P~E forme des app11cat1one 
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lin~aires continues de rang fini, s'identif1e a un sous-espace vc£ 

toriel ferme de I' espace des sui tea dans E BC(11airement de puis
sance p.~me integrable. (Mais on voit, en faisant E = gP' , v = aE' 

plication identique de g~' sur E, application que n'est pas com 

pacte, donc non dana ,P.P®E - qu'en general .tP®E n'est pns ide~ 
t i que a l'espace de toutes les suites dans E scalairement de pui 

ao v -
ssance p.eme integrable). En part1culier, signalons que 1 ~ E 

peut se caracteriscr comme l'espace des suites rclativement compa

~ dans E (nous ne nous servirons pas de ce fait, trbs elemen
taire). Plus intereasant est Ie 

v 
Corollaire. On!! £0 ® E .. .£. o(E); cette identification 

preserve ~ normes naturelles. 

Nous laissons la demonstration au lecteur (c'est aussi 

un cas particulier de [5, Chap.l,nR5,th.4)). 
La prop.2 ne d1t rien sur Ie cas p=l. II est bien con

nu en effet qu ' une suite scalairement sommable dans E n'est pas 

en general sommable (s1 E n'cst pas reflex1f), donc ne definit 
_noo 

pas d'application lineaire de ~ dans E; et que les comb1nai-
sona lineaires des 8 i n'etant pas denses dans .2,00, on ne peut 

pas non plus esp~rer obtenir toutes les applications l1neaires 
continues de t~ dans E a l'aide des suites sommables dans E. 

(Voit corollaire qui su1 t pour la caract.erisation des applica-

tions lineaires obtenues ainsi). On a cependant: 

Proposition 2. L'espace L(£o,E) s'identifie! l'espa
E£ des suites scalairement 1ntegrables ~ E. 

Cette correspondance se precise et se demontre exacte

ment comme dans la pr~p.2; on se sert essentieile~ent du fait que 

I' espace v.cetoriel ferme dana .£. 0 engendrf Jar lee 
lui-mame. D'autre part, Ie soua-espaee g ~ E de 
precise iei de faQonremarquable: 

~ 
-0 
se 

Corollaire. il~E s'identifie! l'eepace ~ suites 

sommables ~ E. Ce.dern1er s'1dent1f1e ~ ~! l'espace 

des applicat10ns lineaircs fa1blement ~ontinues ~ compactes ~ 

200 ~ E,.!ll! ~ ,l· .l'eepace ~ appl1catione l1neaires .£.2.!!. 

pactes ~ .£.0 ~ E. ' 



- 89 -

00 
. (P8r topoiog1e taible sur jb , nous entendons saut avis 

du contraire la tO~lOg1e. faible cr ( !. .. , .1.1 ) du ' dUlll de i 1 ). 
Cot 4nonc' est facile, et bien connu (je 1e d4montre exp11c1tement 

dana r., Chap.l,f" n l ,1). S1gnalons d'a111eurs qu'une applicat10n 

l1n'aire ta1blem~nt continue de 1- dana R eet automatiqu .. ent 

compaete en nrtu du tb. d'oriics (1\11-1110m. eon84fquence du fait 

b1en eonnu que dans ~l, une part1e taiblement compacte est d'j~ 
cOllpaete). 

~'1 tion .!. §.2.!! E ~ espace 2.!. Banach, !1 
1 " p < .-.- Alor., .2!l ~ . V 

!P~EC:' !~ cAP $1. 
!!!! ~ applications d' 1ne1uie1ons !2!!!. ~!12!3!. 'h 

J. toute ). • . (~) elf et x€1 tai.ons correspondro . 

1a suite l.x .. (~1~J ~ I. o~ a 'Tide_ent 1I'A.xl~ 4 U~.lIpllxlll 
done ('A,x) -+ ,,"x est 'Ube application b1l1n'a1re de norm~ "1 
de . a p )( R . dana & ~ I done d4f1l11 t un. ap.p11C:"a Uon l1n4aire do 

nOl"lle '1 do " •• dw.· 1, (voir .11). D'autn paiot,touto 

(X,.) E 1: ost 'videaunt acalairement d. , puiissanoe ,. ... lnt'~ 
ble, et on a "p«X1» ~ Ih'1>1p" Ainsi l'appl1c~t1on id.ntique 
de ~~ dana l'espaee d.s .u1~~ •• c&la1reme~t . d. pbi •• ance p_~me 
1ndgrable. dane . E eit de no~ ,1, et CaM lPGDB ... t d~ll8e 
dans &~ (P<.OO), ell. app.Li~U AI dana l'adh'rence. !pi.l 
de APSE dana l'espac. de. ~bs ac&la1rea.nt de pui .. anee p.l 
me 1ntlgrabl. clana •• Bn1'1A. on oonstab ausitet que 1'app11ca
tion co.pod. d .. .,p1.1cu1ona pnc4denbs JP.I"'!~ "7 
-+!p i R e.t ~ 'app11oaUon euonique d. lP a 1 dana .f ~ R 

(car c 'est en eff.t 1· 1,'eflU tti nr 'le aoaa-eepace denae 1 p • B 

d. :iP i I), appl1caUcm Clort 0" 8&11 ·qu'dl •• at biun1voque 

.< l' c s pac. 1P• sa Ue~a1a&nt 'la 00l1li1 t10n d' approx1aation) • Par 

au1 te l' applicaUon : ~J) a lr ..-.1, e.t aud biun1'f'OqU. O. 

qu1 . ach~v. la d4monetration. . 

I1 n' ex18te' ~: puur p. ) 1-. -4. car&ctlr1"tiO~ .lap1. 
4es sui tN dans ]I qui · .. nt· 'l.enb de l P 81 •. folD' .,. 1 , . 
on a cependant la 
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Ql '" n 1 frCWQfit10n 2,. Q!l ~ _ <81 B - f.;s l!2!!!: ~ eepace de 
Banach E (isomorphisme canonlgue, pr~serTant l! ~). 

C'est un cas particulier de [5,Chap.l, nil}, th.,]. 
La proposition 4 ne dit rien sur le cas . p = +00. La d6 

aonatration donn6e vaut encore telle quelle pour.l'i~c1Uaion -
ft- ...... I\CIO 
!: ® E C t E , aais 1a deuxillme inclusion est remp1ac4fe ' par l'in-
clusion inverse i oo iE C &; (qui impl1que d 'ailleurs la premi
.re). En erret; en vertu du theo~ae de Banach-Steinhaus, les s~ 
i tes born6es ou soalairement born4fes d·ans E sont les memes, et 
s'ldenti!ient donc aux elements de L(!~,E), d'ou au~sltOt l'in
~lusion annonc'e. C'est d ' ail1eurs une inclusion 'striete si E 

est d~ dimension intlnie, car alors il existe des 8uites bornees 
dans ' E qui ne sont pas re1ativement eompactes, done non dans roi B. L'-'nonc4f naturel qui correspond icl It. la pro~8ition 4 

est 

~o &1.C·~o(l) - .£0 ®B. 
It.'4{gaiit4 eat le corollaire de 1a proposition 2, tandls q,~ 1a 
premi.re incluaio~n'.et alora autre que l'lncluaion generare 

. ~ v . 
'1 ® E c: '1 ® B (Talable e1 I sa tis!ait It. la concii tion d' approxi-

'. ~ . 

mation). c 8lS est done un espace de certaines slUtes dans E ten 
-0 -

dant ver. 0, qu'on appelle suites gucl'alreaent convergentes ~ 
Q. On Terra plus bas qWi a1 B est de dimension intinie, c 'est ..., 
la une class. strictement plus 4tr01t. que la c1asse So~B de 
toutealee auites qui eODTergent vera 0 dana ~. 

Propo.itiOD !. IDtl! B ~ eapace de »!nach, ~lent 
1: " p,q " +00, ~ r d«f:!1ni R!!: l/r - lip + l/q, £m suppose 
14 r" +00. 'Soit 'A. ( "i) E. &,q, A12:U. l'appUcation (xi) ~ 
-t (~1Xl) .!!1 Jm! application l1n4a1re g, M!:!!! "1I(~)lb 2.! 
~P i B !!D!. £,r® I, at. t= d~ 1~,!!. 2,P® B ~ ~r,~ E, 
!D!!s !!. l'espace ~ Suites scalairement g, puissance p •• me-in
t'4grabhs ~ I, ~ l'eapaee de su1tes aCala1rement !!. puls
Banc~ r •• me ' ~nt-'8!ablea ~ E. 

Pour le caa !~ et ~~, 11 suttit d'appliquer les d-'-
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!initiona, et ' 1'ln4Ballt~ de Holder cla8sique. Kotona maintenant 
qui a1 u d~81sne l'appl1cation l1n~aire de ~p dana ~r d~fl
Die par u( ( l'Ll» • (~1 }41)' application qui eat de norme 
"II~I en Tertu d. l'in4gallt4 de Uolder, : alora u81 eat une 

appl1Ca~10n l1n4alre de n01'lle "lIull 4. !P4DK clane greE, et 
uSl une appl1cation l1n4alre de n01'lle '411-1 de iPeK dans 
g~~E. 11 suttlt malntenant de ' DOter que ce •• ppllcationa trana
torment une suite (xl) enla .u,ite (~iXl)' ce qui e.t 1mm4dlat 
par paaaap A la limlte; .car c'e.t unitestement Yrai pour 
(Xl) E .2. p •• ; I.e ,demier , cu enTia. dana la proposl tio~ peut se 
traiter de' ~~on analogue, en conald4rant l'applicatlon T ~ TOU' 

de L(~P~B) dana L(!r' ,E), mals c'est ausai une cona'que~ce iJIl

m4d1ate de. d4t1n1tlona, compie tenu de l'ln~ialit4 de Holder 
, cla8a1que. 

Oorollalre.!!! (~i) E £00 I .!:!2£!. l! !Ultipl1cation par 

(~i) !ll ~ oHraUon l1n4a1re !!.!Wl!!. '-II( ~i >1100 2!1!! ill 
eapacu ~P®E, lPe,., l~ !! dw l'e8"c. de! auUes ~ E 
8qalatr!ment ~pUla.ancep.~me tpt4srable •• 

Pour !1nlr, rappelone 'un. propositlon blen connue: 
Proposition 1. ~H ~ eapace !!!. Hilbert. !!2!:! .2!! .! 

2.1 iUc.1 2 
- H 

1·.pp11e.tion d'1ncIua1on ~ 2 ~ ,,1-
Donnone 1a d411lonatratlon pour Itre complete So1ent d'a

bord xl ,x2 EH, alora on a 

11x1 1l2 + , '~If" Sup+ \I "lXl+~X2Ir \.\--1 
car on a III "lXl+~X2112 - ~1I~lf +' ~~11x211 ... 2"l~2~Xl'X2>' et 
11 autt1t de pr.ridre ~1 - 1 , et ~2 -!1 de 'tells rayon que 
"2 ~<" ,X2) ). O.ProuTona alora par r4cun-e!lp~ sur n que s1 
(x1 ) ~s~ un. ,sUite de n 414ments dans H. on a encore 

(1) 
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En ettet, d'aprbB l'hypothbBO de r6currence 11 ex1ste des A.+ 1 
!!::4 1 -

(1~1"n-1) t~la que 2..Ux~12~ Ilxlf, o~ x- ~'Ax, d'a}:! 
1-1 . i_l"1 i 

tre part 11 existe deux nombree, 6gaux II +1 ou -1, dont on peut 

d'ail1eura euppoaer 1e premier esnl A +1 (ainon on multiplie par 

ce nombre), eoient done 1 et '''n> tels quellxl1 2 + II~B2 ~ 

. ~ IIx + ~nXn If •. On aura &lore ti Ixil2 " 11x112 + II xnl12 ~ 
n 2 4 II 2: ~ix~1 , ce qui prove (l} idana 1e cae g4neral. 11 s'en-

i=l . 
suit qu'on a I<xi X1 2 , ~ ((xi» pour tout. Buib ·a:ana H dont 

tous les termes aaut un nombra fin! aont nula, d'oh auesitOt, par 
. p88sage lI. 1Ll 1imi ta J 1a .em.e 1n'g&1it" \ pour toub (Xi) ~ 1,1 ~ H. 

Coneld6rone la ~ranapo8"e de l'app1icat10n d'inclue1on 

de la prop. 7 ~n obUant un. application linealre d. norme "1 du 
dual de ~, .. qui est V' &.i co ... 11 .• at bien eonn~ (1) , 2 dans · 

le dual If'(i? ,B) de · gl ~ B. Cetta appl1catiolls applique · g ® H' 

dans ~ 2 ® B' C £.0 4b B', done .lle app11q ue . en fait g,i.. dano l' 

adherence de .9.o~ ·B~dana B,,(!l,H), qw, est£.o®B' (voir .n R• 

1). A,1nei t~ C .9.0 ® H' ·, et comma B t . • . .,t iaolllorphe l · B, on . olt 
.tient le 

Corolldre 1. §21! H, !!!l espace 2.!. HUb'r;. Al.Qn .2!l .! 

g~ c .9.0 ® H 

1 t appUcatlon o,'1nclusion 8tant !!! ~ . ,,1-
. Qorollaire 1,. §21! B !!:!1 eBpac. II BllWrt, 

!lQl1 q .!!l Slll!. l/q - 1/p- 1/2 (£.2n£ 2.(. q -4 +00). 

",iP®H G. nil - -5:.a. 
Itapplicntion d'1nc1ue1on 4Hant !!! ~ ~i. 

1" P ~ 2, 

~'.t!! ~ . 



t En e!ret, ao1t (xl) € t p ® B. Pour toute sulte 

(a1 )E Q.P Ql t~lle que lI~al,>lp'"' 1, on a en vertu de prop. 6: 

(ai%i) ~ _ ® B. M1«a1xi », IIp((Xi )) • lip. Done d'aprh prop. 7 

on a, en posant 0i. D~lK pour ,s1mpUtier: Lla112c~" M!.par 
sulte, posant Ib11-lail • on volt que pour toute sulte (bi ) de la 

boule ,unit~ de ~p'/2. on a ~lbilci2'~ 112 , done (012) est dana 
Qr . p 2 
_ ,ou. 1/r + 2/p' - 1, et :to a \IU nonae "' Mp ' i.e. (c1 ) eat 
dans &,q, ou. q-2r, 'et 1 a une norae '"p.Le q ainei d4tlni 

dana 1'~noncd, comme on constate auaaltGt, ce qui achbve la d4-

lIIonstration. 

Du corollaire precedent on 44duit, par 1a 1116t~de ueue! 

Ie de dualit~. le resultat 8uivant (qui lnc1ut 1e corol1a1re 1): 

.!!2ll q' 

Corollaire 2. Soit H l!!l upsce !t. Bllbert,2'p'~+oo, 
!ll que llq' - lip' + 1/2 (~ 1 ~ .q' " 2). Al2U..2Jl 

R,q' Clp'Gf : -B _ . B 

l' applica.tion d 'inclusion f1!!!l ~ .!!.Qr!!! .,~l. '. 

Noue verrons au nR 4 que lea incluslons 'e la proposi

tion 7 et see corollaires sont, dana un senai§v14ent, les .eille~ 

res possibles. 

3. COlllpl~menta ~ !!! suites !o!!fbles. 

La nllultat . que noue doanona iCl.;' l!1t're •• ant en lui-'l 

lIIe, noue een-ira au n' 6. Rappelone qut~~iqp1_1cation 1iMa1rtt 

u: X '-+ 'P eat dUe applicatlon 1nSU:nl- 81 1a tonu bll1DH.1re 

corrupOndante (ux,y') sur .><:r' eat 1DUgrale (YOlr nil), 
./ . 

at on appella alore ROnDe 1Migrtle 'e u 1a norse ,. l'4111.ent 

de B"(B,l') qui1n correapoDd. U. auUe '(x1 ) daDoi .••• \.d1 

te lntlgrale, s1 e11e e.t bo~e, et al l'app11cat1on 11n4&1re de 

t 1 dans , qui lul correapoll4 e.t int4grale, i.e. ,'t1DU an 4-

l8l11ent d'e B"(~1 ~E'), dont 1a nona. eat appel'. B2D1t 1nUgnle 

~ l! .!!!&!! (Xi)· 
TheorAme 1. L'appl1cat1on ldentigua ~ t1 ~ ~ 111 

lnt~s:rI11a, et ~ ~ nome ln~4grale ,,1. 

Par d~t1nitlon, 11 revien au mIme ,d. dlre que 1a ror.e 
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bil1neaire u(?I,r-) = I.~iP.i sur ~lx! 1 a une normo integrale 

41. Soit G la partie de 1a boule un1 te du dual &1)0 je ~ 1 for

mee des x' = (xi) tels que I xii .= 1 pour tout 1. G, mun1 de 
la topologie induite par la topolog1e faible, et de la multiplic~ 
t10n naturelle, est un groupe abelien compact (ieomorphe au pro
du1t d'une suite de groupes tous isomorphes au groupe multiplica
tit G des scalaires de norme 1). So it ~ la mesure de Haar de o . / 
G, normee par la condition ~(l). 1. L'application x' -+ x'®x' 

. 1 r 
de G dans le dual BA(g,~) applique G dana la boule unite, 
et est faiblement continue (car etant bornee, 11 sutfit de veri
fier qu'elle est continue pour la topologie de la convergence si~ 
pIe sur ~lx~l, co qui est en ettet trivial). On peut done cons! 
derer l' inte~e tuble v - 1 x' ex' d po( x' ), qu1 est un ele-

ment de la boule unite de BI\(g~,gl). Je dis que ce n'est autre 
que u. Pour cec1, 11 sutUt de ver1fier que · u(el'e j ) • v(01.ej) 
pour tout (i,j). i.e. qu'on a 

(1) (OiGhj' Jx'ex' dy.(X'» - J<ei,x'> <ej,x') dl"'(x') II: 

• b ij' 
Or pour tout i, x' -7 <e1 ,x') est una application cont1nuo mu! 
tiplicative de G dana le groupe mult1plicat1t dee scala1ros de 
norme 1, ~onc un caractllre 4e G, ot de\1X 1nd1ce • . 1 d1atincta 

donnent dee caract~ree diaUncta. Par auite la~l.\1Pn (1) r4*Ul 
te de la relation d' o rthOS,ODal. 1 t4 dee caracUree. Cela achh·e:. la 
d4monetrat1on du th.l. - Bien entendu, · ai on r4pugno l uti11.or 
1a mewsre de Haar eur ~produi t int1n1,. on peut cOll1ll1encer par 

prounr quo ~(l, ... ) - f"i I"'~ eet une to;nlle de norme 1ntegra-
II · n 

bl. 41 (car donn'e par UnII . 1Dt~. aurG 0' qui aa '~ BOit un 

to~ l n dimenaionB - cae de. 8calaire. coap18xe8 - soit un grou
pe tin! - oas 4 •• acala1rea r4.1a-), puie passor l 1a 1im1te sur 
D. 

.Qo;rolla1re 1. ~ I ~ upac. U Banach. Alore 
gl e,; (,; ~a~, l;.ppl1caUop d'inc1usion !i!!l! ~. !l!Ul!!!. 41 • 

. l2lU.! .!!ilU 8calairement 1ntcCgrable (x1 ) ~ I eel 1nt6grale, 

.!l at ll2l:!!!. 1 ntegrale "M1 ( (x~» • 
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Soit (xi) une suite scalairement integrable dana E, en 

vertu de prop·.3 elle s'ident1fie A une application lineaire cont1-

nue de ~ dans E, de normeMl «x1», qUi en vertu du th.l in

dui t donc une application de norme inUgrale ~ ~ ( (x1 » de ~ 
dans E (il est en ettet immed1at que 1a composee vu d'une ap

plication l1nea1re integrale u et d'une app11cation' lineaire con. 

t1nue v eatintegrale, et a une norme inUgrale ' "lIvIlUull". ou 

Dull" designe la norme inttigrale: de u). Cela sign1fie par defini

tion que la suite (Xi) a une ~rme integrale ·,Ml«xi»,et pro,)! 
vo 1a deuxi~JlIe partie' du coroUa1re. Par raison de continui tIS, 11 

en resul te que £1 ® E est contenu dans l' adherence de Q 1 ® E 
" nl A-dana 13 (x ,E'), donc dana l'adherence c fiIIB de c ®E, et que 

- . v -0 -0 
l'application identique ~l ® E ~.20 & E est de norme ,1. 

Corolldre ,g. Soit E S espace 9.!. Banach, (Xi) !!!!! !!,l!

i te scalairement integrable ~ B. (x1> .l!!!.!!.!l!!1! scalairell!ent 

integrable!!!!!! E', alore «X1 .X!» · !.!!!.l!!!.!!. ~ Bommable.ot 

Cela ~esulte aus81t~t du coro~~a1re 1, et du 

Lemme. ~ (x1 ) !!!l!..!!.l!lli scalairement integrable 

~ E, II (xV · ·.!:m! ~ integrale ~ E', ~ 

2: l<xi ,x1> 1 " MI. ou M .. Ml(Xl)> II ~ N . m l!! ~ in

tegrale ~ (xi)' 

IlsutUt en ettet d~prouver que 12.~i (Xi ,x1> \ ~ MN 

pour toute Quite (~i) dana la boule unite de £0, dont toutes 

les . coordonnees ~ 8a~ un nombre ti~i sont nulle.s. Or 

Ihi (xi,xi> .. <~ix1'x:i.> et (~.ixi) est unesuite sommable 

dans E, ~ « "'iXi>.) 'H~ et 2:< ~ixi'x:i.> est le produit sc~ 
laire de ('Xixi) E.£l:®E avec l'eUment (xj.> du dual13I\(~l,E) 
de ~l~E, d'ou '~~sitOt la conclusion. 

Cas p&rticul1er du coro11a1re 2: 
Corollaire 1. 1&11 -(a13 ) € !l® £.1 ~ matrice ~ 

!2.!l!!! bllineaire continue !.l!L. SoX.!!o' ~ norme H, alore 

L.la111 ~ M. 
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So1t A l'app11cat10n l1n~a1re continu~ de £0 dW1S 

,2.1 qui correspond It. (a1j ), on a alors a1j =(Ae1 ,8J> , en pa::-

t1cu11er a11 - (A01 ,e1> . Or (e1 ) est une su1te acala1rement 
integrable ~ans £0, ot M1«e1» - I, (clest colle qui, dans In 
correapondance s1gnalee dans pI'Op. J, correspond A I' applies tion 

identique de £0 . dans X "".9.a)' et (Ae i) est uno 11 !.1 to scal61-
rement integrable dans &\ '\ «Aei » - M, de 9fH'te qu ' ll surt1t 
d'appl1quer le corollaire 2. 

Remargues. 1. 11 est immediat It. prlor i. q .. c tous le9 e
nonces precedents (th.l et ses corollaircs) sont otrictom .l ~t equl 
valenta. 

2. Cea resultats reatent manlteatement valablea ~i on &1 01 remplace et £0 par lea eapaces analogues ~ (I) et £0(1), 
construits sur un ensemble d'indices I quelconque (qui peut e-
tre non denombrable, ou 'au contraire 
toutes les retlex10ns de cet article 
!P par gP(I». 

tin1). II en est de me me 
(en r •• pln~ant de me me 

de 
lea 

01 v I'll 
J. Dans Ie corolla1re J I la relation (a1j ) €!:. ®!:. 

semble imposer une res tr1ct10n inessent1ell., ma1a on notera que 
~ forme b1l1nea1re cont1nue sur £oXSo appart1ent It. 
i 1 ~ ~l (1. e. ' eat compacte). Cela a1gn1t1e auss 1 que, s1 on pose 

E - ~l , alore toute suite scalairement integrable dans ~ eat Bom 

mable (ou encore que touh appl1oa'Uon 11neaire continue d.. So 
dane E est compact.). Mai. c' .. t II un ta1t bien connu. vrtr.1 

piu8 generalement chaque to1a que 4ana • tout. auit. d. CaucAy 
fuible converge fa1bl ••• nt(comm. on constate tac11ement).On aait 
p.ex. qu'un eepace Ll conatruit aur uno .. aure quelconque aat1~ 
fait It. cette dern1~re cond1t1on. 

4. Le theortme 1 etant -auto-dual·, on ne peut malhe~ 
reuaemont plus Ie transforaer par dual1ti! 

5. Du theorems 1 on deduit tac1le.ent l'enonce eu1vant, 

qui Ie contient: Soient X1 ,'1 doe 
tini pour simplifier l'lnonc~ (eo1t 

ni de 1a norme Ixil - Sup II 'l. U, et 
i 

eGpacea de l3anach', en nombre 

l'1"n), e01 t X .. n Ei m.!:!, 
1 

, • n'1 mun1 de 1a norme 
1 
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analogue. On sait qu'on a un isomorphisme veetor1el-topotoglque 

E iF = n Ei 0Ej • Je die alors que si u ~ ESP' appartient A la 
i,j ~,.. ...,. 

"diagonale" 7El$P'i de 11:31', on a lui" - ~~p lul1 l" (o~ u11 

est la composante, de u suivant El eiP'l). ~monstratlon:Il sut

tit de prouver lul,,~ S~p IUlll" a H, done que A ~ B(E,1') impl! 
que l<u,A) I ~ M IIAII. Mals on pout tferire ,A - (Alj ), o~ 

Aij E B(El ,F j)' alors l<u,A) I .. I ~<ull,Al1> I " M .L: IAl1l1, 11 
1 1 

sutt1t done de prouver 2: II Al1l1 ~ 11-'11 (qui n'8st d~nc qutune 
1 . 

autre torme du rtfsul tat annonetf) ~ MI1.1s pour ceel on est ramene 
auss1tOt au cas o~ tous 18s Ei ,'1 sont de dimension 1, ce qui 
n'est autre que 10 cas envisagtf dana le corollalre ,. 

6. L'applleatlon d'lnclusion du th.l sst de norme usuel 
le tSgale A 1, done de norme lnt4grale ~ 1, done en tal t de norme 
lnttSgrale '1. EnonctS analogue pour l'app11cation d'in~luslon du co 

- -
rollalre 1 (pourvu que E ~ 0 1). De ta90n gtSntfrale, laplupart 
des lntSgallttSs sur les noraes d ' applicatlons d'lnclusion donntSes 
dans ee travail, sont en tait des 'galit's, eomme on vtfrltle tri
vialement sur chaque cae. 

4. ~ 1!!!!!.!. tondamental. 
Rappelons le lemme tondamental de (3): 

~. ~ E 3m eapace 2 Banach A! dimension .!!!!!!. 
n. Qa peut trouver J!!.!!. pOint~ , X1E E (1" 1 "n) tels gue 11\11- 1 
!1 que pour ~ l"r"n,!.! ~ (~1) ~ £2(r>, Mill 

(1) 

(2) 

ms 

1 
1 2 2 2 2 .r=-.-Mr. 1 + n(l +2 + ••• +(r-l) ) ,1 + r~r/3n: 

Nous d'slgnon~ par £2(r) l'espaoe Rr muni de la no~ 

U(~1)1I2 - (2:1\12)1/2. Dans [31. -c.-lemme est prouv' avec 

une valeur un peu moins bonne de Mr , maie 1. ' essentiel de la dtf-
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monstratlon n'eat pas ehan&e: Gn consid~re un ellipsolde de volu
lIIe maximum contenu dana 1& bouJ"aunite de E, at 1& nOnle hllber

Henne correspondanta, !loU. II"JllII 2 pour la dist1nguer de II x II ; 
done 

~uls on montra qu'U existe daa ]loin\. xi l1n'aireDlent ind'pen
dants te1s qua 1'0. ait 

et que la project1 •• ,~t)l.,_ale Yl de xi sur l'.apace eneen

dre par xll""xi~l satlsfasse ~ 

(5) II •• U2 ~ 1-1 
101 12'" n 

(c' est, lA 18. Ftie "prefonde de 1a dlfmonst,rp.,t.1on). POllons &lors 

z1 = xf .;, Y1;11Eis zi sont done des v.ct~u~8 orth~cmaux deux ~ 

deux 1t.~JI2' l, , ~t :,on ,a , pour 1 ~ r 4 n,(.~) .. .e,(~);,; , 
,' r ' r ', 'r ' 

ilL "txll1~ ilL ~ z1" + UL: ~Yi II ' 
i=1 1-1 1=1 

or en vertu de (3): 
1 

r r r 2 22 
ilL ~z111 ~ IIL~:r;1112 ... ' C~: 'X1az~12) ~ 
121 1-1 1=1 

et en vertu de (5): 
r r r 1. r 1 

112:~Y111 ~ 2: I~I 1"111 4 (2:~)2(2: 111'1112)2 ~ 
1=1 1-1 1=1 1=1 

d'ou 1es inega11tes (1) et (2). 
Coro11aire. Soit' E ~ espace de Banach ~ dimens10n 

1nf1n1e 1 ~ k> 1 II r ~ entier ') O. Alors 2.!! peut trpuver 
des elements Xi '~ E (1,,14r) de ~ 1, te1s que 

M2«x i » ~ k. 

Soit en effet n un entier Elssez grand que 1+r.rr'/3n ~ 
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.~ ~Ic, soit .p ·: ... un SOUB-espa!:8 ve.ctor1el de dimension n dana' E. 

gSU!tit alo;a:. d '.appi~q~e~ ·le ·lelllllle;. P. Du corollaire p:r'c'dent, 

,on conclut lEi r'sultat suivant (dcmt nous d~duil'ono tous lea au

·tres") : 

'rb6pr8me g •. ~ . E ~es['llce de&amd" ~ dimension 

. ?11Rie'(~~:;" ~<S;t:1.tede' · ~ombres ter!dllnt;vers 0, O~ a i <1 pour 

: ~~t ·1·~ . . Alor8 . ¥..;!~Xi~t~i5~£~su;te ( :' j) ~ E, ~Hment de . l! 
:31~! ;.Utl1~~ ;;!! 'i'!,£";~~~ Que·" .. :JJ xii ! " k i . pour .!2.l!i . ' j,: • . 

. . :,.Poao;Ds':· · 

(6) 

on a: 1 - 20< < 1, .Le. ' ~;>' O, car ai ~ 0 et a1< l.Pour tout 

e.n't i erk ~ 1, soit h,~ ··, un. irldl,'C.e:: tel que 

( ' . . Ie 
7 )i '>.; J.:k::,!': •. :~'~1que . ~1 ~ 0(/2 . 

. Qn ,~eut.\~~pposer 1a ... ':li-t-. .. ··;1,B~\>:~ strict~lII:ent croi!J~~nte. ' :tnv.el: 

tudllcQrollaire ' du lellllDe', on::,P't~ttrou'ver ' poUr tout Ie des ~le

ments Y1 (ile_l + 1 ~ i ,ik) ' de norme ~gale h 1, telle que 

M2«y1» "" 1/(1-0(). Posons xi II: a1y1 , on aura donc Uxill .. ai,et 

de pl\l1J, pour Ie ~ 2, en vertu de (7) et du corolla1re de la pro

position 6: 

(8) (Ie ~ 2) 

ou on designo par Xk 1a s\lite dans E nulle pour les indices 

~ 1k_l et les 1nd1ces . > i le , ot 'sale h xi pour 1k_1 +1 ~ 1 ~ 

~ i le • Designant de mA~e par Ii 1a auite dans E nulle pour 

les indices. > i l , et ' 'gale h Xi pour i ~ 11 , on obtleni en 

vertu de (6) et du corollaire de prop. 6: 

(9) 

sommable 

~ ....L(1 
1-0(. 

De (8) et (9) resulte que (Xi) est'une suite abolument 
n2 v 

dana ~ ~E, dont la somme X a une norme M2 (X) ~ 

- 20( +0<2: le1_1) - 1. Mais mani!ea.tement on ... Xc(xi ), 
. k .. 2 2 

ce qui achbve la demonstration. 
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Remargue. La. condition . ai ~ 0 dans le theorbma 2 est 
. 112'" .., 

esse,ntielle. puisque .!: ®E C'£o®E. On peut mAme dire que si on 
ne suppose pas ai -+ 0, 11 ne sera pas possible en g6n~ral (m~me 
si (.ai ) est bornee) de trouver une suite,scala1rement de carre in

tegrable (x1) dans . E, telle que IIXtll= ai • Il en est ainsi quand 
on sait a l'avance que toute suite .scalairement de carre 1nt~gra-

n2 Y 
ble dans E est deja dans ~ <iE, 1.e. que toute application 1i-

2 - . . 
nea1re continue de i ,dans E est compacte. Comme une applica-

tion lineaire continue de .£2 dans E est de toutes ta~ons .!!!i
blement compacte (12 etant reflexit), 11 suttit que dans E tou
te partie faiblement compacte soit compacte, ce qui est par exem-

01 . 
ple le cas pour E =~ , comme 11 est bien connu. 

5; TheorAmes d'existence derives. 
Theor&meol. §2!1 E BS espace ~ Banach ~ dimension 

infinie. Soi t i" p ~ 2, II q 1!!. gue l/q - lip - 1/2 (12.!l£ 
2~q~+oo). ~ pour to~te ID!ll!!. positive (a1) E. &q (resp." 
(ai ) E. .£0 . si q = +00) .2!l peut trouver .B2! ID!ll! (xi) ~ .£,P ® E 

telle gue II xiii - ai. On peut supposer Mp «xi» ~ IK ai)1 ~ + E., 

ou E> 0 ~ donne! l'avance. , 
Ce theo~Ame 'est implicitement contenudans (3), ou i1 

est seulement enonce pour p=l, le cas le plus important (et ou 

on , ne donne pas la wmeilleure constante possible-). Pour p-2,l"

nonce n'eat autre que le th.2, on va donc supposer" p<.2. lIous 
laissons au, lecteur la verU'ication tds facile du' fait suivan:t.: 

SoH 1.$ q < + 00, (a1 ) "- .&. ~ et i > 0, 'alors 11 existe, une suite 
de nombrea ' ~i' 0 ~ Ai ~ 1, tendant vere 0, telle que l'on ait 

II(a/?1)1~ ~ Ha1)llq +£. - Soit alors, avecles notationa du th.! 
orA me , bi = ai/~' soit (Yi ) une suite element de la boule unite 

, Q2 v 
de _ ®E telle qUe 1IYili = ~i pour tout 1 (tMorAme 2). Posons 

xi · = biyi , alors on a IIx~1 = bi IIYi II = ai' d'autre part, en vertu 
de prop.6, on a (Xi) E. iPQf)E, et Mp«Xi » ~' II(bi)llq M2«yi » ~ 
~ II (ai ) Ilq + E., ce qui achhe la d~monatrat10n. 

EIiol?o~ons a nouveau, A cause de son interAt, le cas p=l: 
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Corolle.lre 1. SoH E Sl espace ~ Banach II dimension 

in1'lnle, et.!2.ll (1&1) ,lillt&uite positive de ~ sommable.!!2!!. 

II existe Jne~ aommable <.Xi) dana i t~lle que lI~ill- a1 
pour tout 1(ll 2!! peut .supposer "l «xi') '~ ' l<a1 )11 2 +~). 

. COl'o'llaire l,. '§2.U E 3m eBRtice de Banach ~ . dimen8ion 

in1'lnle ,!.l '!2,lll' p .~ +00, ', ~lora £.~ ~·i~~~ , .l to~tiO~1 ' .ll !,
,!lili.' ~E ill. sulteR.e.~aaireUlent ·,2 pUJ.lj8ance p.~me intdgrlt

'bles, qUi.Q!. .!i2!!!..E!!!...a!t ~l>Ui8SanCe p.~Dle Int§arable .•. 
. . "... ." ~ .. f . .. " . ," 

. ,. ; !rr(~~·i'.DCti'~ :;',~ " .p:< 2~ ' 11 s'utn t.",.d:t~'l)lluer le . "th'ore-

me ' 3 en.pren~~t ·~ ~ui:te';:t~i} 'q~i est dnns ·lq:" "~t · non · QP(ce qUi 
est poseible car on a'dv-id,elllllent p < q). Si ,2" p <: + 00, soit (a1 ) 
une 8ui te qui eat .,·dana ~ .: · · .. et ·non dans £.p, alors 11 existe 

(xi) ~ .Q. 2iE ·telle que :Ji~;H -al pour tout. LOna A 1'ortior1 

(xi)E: iPeE, (p~.1aq~ .; ": e.~c::R.p), .mals (xI) ;,n,.es~ p8.8 de pu18sa!l 
cep~~lIIe integrable • .; '~ p .• . +00, 11 eS.t 'encore vrsi que g; f. go.eE, cOIDIU ··~~\.l:·~IUI:. d'JA slgnaU au ·nt. 2,mai8ici l' 

inclusion goo®E cl~!<:e:;,t ~n: :~ens inverse de I'inclusion corre!, 
, v 

pondante vue duns la pro,p.4. L"~gal1t' £o(E) .. £o®i lIIontreau!, 

si que dans l'enonce du corollaira 2, la valeurp c +00 apparalt 

bien comme valeur exceptionnelle. 

Nous · transformons maintenant ~e theorAllle , par dualite: 

TheorAme!. §ill, E' ~ eapace !!. Banach ' !!. d1a:enaion 

inrin1e. §.2!! 2 ~p" 00. II q' !!l 9U8 1/'1'. - lip' + 1/2(~ 
1~q'4 2) • .§2.ll (ai ) · .2!!! suite positive gUi n'e'st pas ~ ~q: 
!.!.2.!:! 11 !.!!!.!!. ~ !.!!!1!. (Xi) ~ E,!!ll!. 9 ue II Y'111 - a1 pour 
~' 1, !! 9ui.!l!.!!! ~ ~ !P'i I. i · . 

Soient P. II dtit1n1apar l/p + l/p' • li'q.+ l/q' = l,o~ 
a nlors l/q - l/p - 1/2, comme dana les notations de l'~noncJ du 

th.:5. Suppo8ons que 11'1,11 - 8 1 pour tout i implique 

(Xi) e QP:~E, alors 1111 11, 8 1 pour tout i;,"iiDPHque encore 
(y 1) E:. [p ® E, en vertu. du corollaire de la pro!,.!), car une telle 

suite (Yi) sernit le produit d'une 8uite (Xi)' avec IIxil .. 6 1 
pour tout 1, pur une suite born~o de scaluires (~) (prendre 
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et 
Iyill 

~i = -- pour Yi f. 0, et a1 

Yi t: 0). Done, 51 li toute quite (Xi) € E.o®E (suite convergente 

vers 0 dans E) on fait correspondre In suite (aixi ), on obti

ent une applicAtion lint1'aire u de .£o®E dans Qp'®E. Cette a.£ 

plication~tant continue quand on munit Ie deux111me espace de In 

topologie de la convergence Simple , topologie s~paree et moins 

fine flue S'.1 topologie florn.6e naturelle, sera aussi continue pour 

les topologies norm~es naturelles' (en vertu du theoreme du graphe 
o_p, fente).:H v designe I' application lineaire de c dans l:: 

. -0 

defin1e f/«r la multiplication par la suite 

en effet m~nifestement ~ ~p'), alors sur 

designant l'application identique de 

(ai ) (suite qui est 

.£o®E on au .. vel 
E sur lui-mame). Appll 

quant la prop.' 1 du n.ll1, 11 en reBul te ' que v' ® 1, application 1i 

neaire de gP®::, dans gl®E" se prolonge par continuite en u

ne application lint1'aire continue de tp'~E' dans Q1~E' (le 

cas p' .. + 00 n'offre pn~ de difficulte, car en tous cae gP est 
.' , 

au moins un eOU8-espace du dual de ~p). Comme V' est encore 

l'upplication tp ~ [1 dJfini par multiplication par 1a suite 

(a i ), on voit aussitOt que v'®l transforme (xi) en (aixi)' On 

!I. done pour tout (Xi) '" ~PeE': 2:&illxj,l1 <: +00. Mais comme 

(ai)~ gq', 11 existe une suite positive (hi) E t q ~elle que 

<.L.a1h1 = +00, et en vertu du th., 11 existe dans l'espace de Ba

flH.Cr. de dimer.sl.on jntir.ip. E' une suite (xi) ~ Q,P®E' ~telle que 

II xiII .. hi pour tout i, done on a 2:ai II XiII - +00. Cela est ab

Burde, et IJ.ch~ve done In dJlLor:.,tration. - Enon~ons b. nouveau 18s 

deux cas p~rticuli~rs p' u 2, p' = .00 d'ou q' • 1 resp. q'K2: 

Coroll.d ro 1, ~ E lli:!. ~ : IPJ1ce !!! Btlnflch ~ dimensi

or. ir:flnit:. - , 
1) ~ ~ ~ positive (u1 ) gUi ~ paB !!EE

moble, 11 ~ ~ ~ (xi) dans E !!ll!!. que \I Xi" • tii 

pour 12!!1 i, ~ ~ ~ ~ g2®E. 

2) pour toute ~ positive (1;1.1) (ju! n'eet pllB ~ 

~ uocmablf: • .u. existe .!ill!!. ~ (xi) ~ E !!ll!!. gUB. 
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(lOO" 

itT-iII = "'i ~ ~ i, ,et qui ~ pas ~ ~ SE; 2!1 peut 
sUPIJofler ~ cette ~ ~ E ~. pas integra1e(voir dHi

nition d~but du n2 3). 
On doi t seulement prouv;er le de~er compUment apporte 

&\1. d.uxl~me enonce. Or, 'sl cette assert10.n ~talt Inexacte, on '. en . ' . " ' . ' 

conc1ural t comme plus ~aut ,~~e ' :,:~xi) ~ (a Xi) est une applica
tion 11neaire contlnue de . c ~E dans ~tt ,E'), et par raison 

. ~ . : ... .. .. .. . . . ' . ...... . 
d. contlnuite elle appl1quera1t c ®E dans 1 'adherence c ® E 

de c e E dans . B"(R.l ,E';} {~~J:i:: n~ 1), et . ~··:rort:i.orl dans £&-ciE, 
-0 . ... . . ... '.".. '. :., 

ce qui contredit la premi~re · III9.1tie du corol1alre 1 , 22. 

Corolla1re i.: so'it ; ·~rS ~ espa~e '1!' Banach de dimension 

infinie, :,t ':Oit 1 < p:<; ~oO. ~.~'. !; alors ~(~~E -F .Q.r (tl m~me 
c (E)4Q ®I s1 p". >t:J»)." />" . '. ./>: , 
--0 - . ' .\"; .' .. ; ..... :. ', " ;'~.:~.' 

S1 p'> 2, 11 ;.8~:r,i~ ' c1e Ch01B1r ' ~~ ~~1te pos1tive (a1 ) 
qui est dans £,P' (re·8p.d~8!:::.;c · 81p";';;+(0) et non dans 

gq' (co qu1 est P0881b~ •• c,; ·,4-;;. ' q'<p,'r, ·et .d'appliquer 16 

tho 4. Sl 1<P'~21 · 1f ·8~#t':~~ .• ChOiB1r :up;~: sUite positive (a1 ) 
qui est dans ' &,p et nondans :;·,:£l, d'aprh · ~e corollalre 1 11 e

x1ste al0r8 une su1te (Xl)d~8 E telle\ue IIxill-a.1 pour 

to\l.t i (d'ou (xl)~g~~ liIa1sq~ n'est pas dane !2QU , et A for

tiori pas daris ~P'®E. B1enent~ndu, c~ ' corollaire 2 pourrait a~ 
s1 se dMu1re du corollaire2' du tho 3 par 1& methode. usuelle de 
dual1te. 

Remargues. 1) Pour aucun l,!. p, 2, on ne ~ peu~ 8J11.eli~rer 
1e theorQme 3 en remp1~crant l'e~posant q par un exposa~t stric-

, " 
tement pius grand, car ai E est par exemple l'espace de Hilbert , 

ori .a TIl (prop. 7, corollaire 2>. que &,P eE C t~ . De mAme, pour 

aucun 2 ~ p' " + 00, on ne peut ameliorer le th~orAme 4 en rempla

~ant l'expoaant q' par un exposant strictbment ' plus pet1t,comme 

il r6sulte auss1tOt ducorollaire 3 de prop. 7. On voit aussi tri 

vialement que l'inega11te donnde dans le theorOme 3 est 1a meil

leure possible. 

2) On pourra1t songer A pr6ciser le th60rAme 4 de :ra~on 



- 104 -

analogue que dans son corolla1re I, 2.R, en rempla~ant dans l'dnon 

c4£P'&R paz- B"<lP,E'). Ma1a pourp'''+oo oe ne aeralt qu-: 

une am411oration apparente, car 2:P 4tant alore reflex1!, toute 

application l1nea1re indgrale de ~P dana E ' p;o~ient d'J~ d' 

un 414iDent de Qp'ClPE (5, Chap. 1, nRe, th.e, 2R] • 

. 6. Application A Yn probUS. dn4ral!!lU:h!i produit8 
tensorie1s topolodguea • 

. :. SO.1:t. ··.·E . un eapace deB9J1aqh. • .• ~ . 1, pc: +00, reprenona 
,, '" . . ( . \"' .. ' ; ,,~" ' " 

:bsi 1nclti8i~ns. dunR "prop.4: . 'C': .• " 
,',':' 

(1) . ~PiE c jp CR.P·®R· 
- . E . 

et 
"" ..., . 

£o®E C £o(E)~~ ® E 

(qui eorrettpond . 8.u cas p - +00). sup~$¢n",' de dimension in!! 

nie. Alors 'p~ur l~ p '( + oQ, lesdew: Incl.U8i~nsdans (1) sont des 

inclusioris ~~t~1ctea '(cQrolla1res 2des ·:thGC)1·lmes , et 4). S1 p.l, . 
(\1'" nl ' nl nl" 

on a !:. ®E - ~E ,mais ~E C ~ ®E eat une Incl~sion stricte 

(th. " corollaire 2). Slp=+oo, on a .£o(E) = £o®E, maia l'in

clusion c ®E C c (E) est une inclusion stricte (th. 4, eorol-
-0 -0 . 

laire 2). On en eonclut la 

Proposition !!. ~ E E:l espaoe·: . .!1t Banach,!.2.ll r ~ 
eapllee , .. :£.p (l~P,,':::+OO) ~ £0. g l'appl1c~t1on l1n4&1re canonl

que F ®E -+ F®E .!.!l!m!. application l1n4a1re .4.!! premier !.!Ra
E.!!. ~ k second, &2.!:! E !.!! de ·dI.ension t'1n1e. 

--- 11 n'est paa dltt1cile de d4duire de 1& P~P. 8 l'4non-

clf I.malogue quand P eat une eapace LP (14p",+oo) d. d1Jun

eion In!ini eonstruit Bur une meaure quelconque, ou l'.apace £(E) 

des [onctions continuea sur un espace compact. E. En tait, '11 est 

.xtrame.ent.pl~U81ble que s1 E et r sout dea eapace. de Bana-
"" " ch tels que l'appl1ctltion canoniquts B®,F ~ Eep aoit une ap-

plication du premier eepsce ~ Ie second, &lors E ou Feet do 

dimonsion ~inle. Cctto conjecture cst un cas particulier d'unc 

conj6ctuz-e certainement beaucoup pluo duro sur uno cnre.ct6riaat1-
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on dos ospacos nucleniros (sl E 8t P sont dos ,ospaces 10ca18-
"... .., 

ment convexes tels que l' applicatlon canonique ESP ...... E GgP , sol t 

1Jr. homomorphisme topologlque, alors E ou l' est-l1 nuclcSB1re?). 

Nous allons donner un reSsul tat dane cette voie ," plus g~n'ral ,que 

1a prop. B: 

Proposition.2,. ~So1ent E II l' ~ .spaces g, ~-
: .-....., . 

ch 1tl!!. gue l' application, ;canonigue E ®l' ...... lUiD}i' soit:lm!.~-

plication biuriivogue ~ premier espace ~ ~ second. ~ l' !!! g, 
; .~ 

dimension intinie, ~ E satistait ~ , condition8: 

(1) 

(2) 

(iappelons d' a111~ura que a1 B ou , 1 sat1sta1 t 1a 
'" .., 

' condition d'approxlmatlon, l'appl1cation ES' -+ 'E0P est aut£ 

mat1quement b1un1voquo). 'En vertu du th'orAme 'des homomorphismea 
' ", .." , 

de Banach; l'appl1cat1on ' Eel' ~ Eel sara-memo un 1somorphis -
me vector1el-topo1ogique. Pour prouver (1), 11 8utt1t do prouver 

que toute (Xi)€' ~2i E ,e~t unes~te int4grale, 1.e. que 
i2~E CB~(~l,E'), car alors il r'sulte comme toujours du theor8-

me du graphe term' que l'appl1cation d'inclusion eat continue, at 

par ra1son de contlnuit' qU'olle appl1que mime !2~B dans l'a

dh6rence c ~ E de So ®E dane lJl\(il ,E' ) ~ Proc'dons par l' ab-' 
surdo, en ;:PPolilant la sUite (x1 )C ~ GiB tJPn indgrale • .A.lors 11 

0:.:18te une suite (xi> E gliB' . telle qu z: I <Xl ,xi,) I' • +00. 

Sinon, en eitat, 2:~xl,xD ~.ra,s.t, PQur · (xl.) variable 4aD8 
~ l~:s', una :torm8 l1n1Saire, ·:ll4co •• a1.1'eaent · oouUnu. en, veriu 4u 

th'orOme de lJaDaoh'!"Ste1haue ('0-' 11111te 4. 1a .uit. d.:tol'M1I 

l1n4a1res c~~~1nuea fn«xl» • .f:~1~xi>") ce .0ra1t donc un, 

~14l1lent du dual i"(i1 ,B' ) '40 ' 1-1. .£.li., , ' ot ' on constato auas,:! 

tOt quoce n'.at autre que (Xl)' oontralrem.nt A 1a suppositlon 
qUe cotta suite n' 8at pas lnt'grala. - On peut d' ailloura euppo

aer qua <xl.:i:1> - ~ 0 , pour tout 1 (en mult1pl1ant les xl , par 
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des sca1aires de norme 1 convenab1es)r Comme «xi,xi» n'est pas 

sommable par construction, 11 existe une suite (ai)~£o . telle 

qu' on ai t encore .E a1 (Xi 'Xi' > = .. 00. D' apr~1;J le theorAme 2 nil 
fl2 v ' 3, on peut trouver une . suite (Yi ) €:. & ®, avec lIyill = a1 pour 

tout 1. Soit pour tout i, Yl ~F' tol quel/Yill - 1, <Yi,Y1.'> = 

.. IY11 .. a i • On a done L (x1'xj) (Yi .Yj.> .. +00. Il va resul ter 
v 

du lemme plus bas que la suite (xi <61 Y i) es t somma ble dans ESP, 
. v 

etvla ' Bui~e (x10Y1> sommable dans E'®F'. Comme par hypoth~se 

E ®P .. E®P (isomorphismEl veetoriel-topologique), (Xi 0Yi ) est 
....... v 

aussi une suite sommab1e dans E®l'. Comme E'®F' est un sous-
. .... 

espace norme du dual de ESF, i1 resulte alors du n 24, th.1, eo-

rollaire 2, que la euite «Xi 0yi ,xi ®Yl» .. «xi ,x1> (Y1 ,Y1> ) 
est sommab1e, ee qui est contradictoire et ach~ve 1a demonstrati

on de (1). ~ 11 reste ~ reporter 1e 

Lemme • . .§.Qll 1 ~ P < +00, et p' donne par 1/p+1/p'. 1. 

Soient E !1 F ~ espaces ~ Banach,!!ill (x1 ) Eo gP®E, !! 
.!2ll (Y i) ~ ~ 2.!n! F' sea1alrement !!!. puissance _p' .~me 

integrable. A10rs (x1 ®11 ) m Ell! !U!il!. sommab1e,,~ B®l. 

(Ci-dessus, on app11quai t ce lemme su.ccesa1 vement pour 

p a: p' so 2 et les espaces E et " at pour p ... 1"p(," +00 et 

les eopaces E' et p'). Preuve du lemme: Posons X - (Xi)' y .. 

.. (li ), u(X,Y) I: (X1 $11 ). Supposons d'abord la suite X fin1e 

(1.s. tous les Xi aaur.,unnombre tin1 nuls),a.1oI'S 'l{~,Y) est 

une su1te tinio dans E0P, prouvons Ml(u(X,Y» ~ Mp(X)Mp ', (1").C!. 

la 81gnifie Bussi que s1 (~1) eet dans 1a boule unite de £o,on 

a .II 2:, ?-1xi 8Y1 II ,=Hp(X) Mp'(Y)' i .• e. que si x' (resp. y') ap

partient li la boule uniU de E' (resp. ") . on a 

1< '" ~i Xi ® Y l' x' 87' > I ~ M (x) M ,el). Or en etret, 1e premier L.... . . p p 

membro est I L?-i < x1 ,x') (1 i ,y') I ~ 2: I<x1 ,x'> <11 ,1') I ~ 

'" II «Xi ,x'» Up 1I(~11'l'>I~, ~ Mp(X) Mp'():')' Ains1 X ~u(X,y) 
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est une application lineaire continue, de norme ~ Mp,(Y),du sou~ 
espace dense de QP®E forme dee suites tinies, dans l'espaee 
()l v v " 
&. ® (E®F) des suites sommQbles dans E®F, at se pro1onge done 
par continui td en une application lindaire de norme ~ M I (Y) de 

~P®E dans gl46 (E®F). On v~ri!ie trivialement I par ~ont1nuite, 
que cette application tait encore correspondre, A X = (xi) et .., . 
Y = (Yi ). la suite (Xi 0Yl) dans E®F, ce qui montre bien qus 
cette derni~re est sommable, st ach~ve 1a demonstration du lemme~ 

Pour prouver 1a tormule (2) de la prop. 9, on voit aus-
sitOt, en app1iquant 18 prop. 1 du nR 

. n2" A 
prouver l' inclusion X ~E' C c ®E' 

, - -0 

1 .. qu ' i1 'revient au meme de 
pour E' (noter toujours 

que toutes ces applications d'inc1usion seront automatiquement 
continues, en vertu du theor4me du g1~phe terme). Dans 1e cas o~ 

sait que E' ou pI satisfait A 1a condition. d'approx1mation mi . 

trique, 11 suff! t de noter qu' 11 'Hsul te de prop. 1 que 1 I appl1c,! 
'" " tion canonique ' E'®P' ~ E'®P' est aussl un isomorphisme ' ~'1 

premier espacs sur Ie second (taire, avec lss notations de prop.l, 

El = E2 K E, F1 • F2 K F, u1 et · u2 4tant les applications lden 
t1ques), et que par suite du reaul tat dejA obtenu, E' doH donc 

satisfaire 'A (1), ce qui ach~ve alors la d4monstration. Dans le 
cas ou on ne suppose pas que X' ou pI satistas~ A la cond1--' tion d'approximation metrique, on do1t repeter le ra1aonnement 
qu1 a prouve (1), mais en permutant lee rOles de E et E' ,F et 

F'. 

On connait une classe lmportante d'espaces ds Banach E 
qui satisfont A (2) ~1~ Ee g,2.a E: les espaces I? constru1 ts 
sur Wle mesure 'lUe1coJlolUe, ai~l que je l'a1 annonce dana (6,th.l, 
cor.3). Plus gendralement, on en conclut que 1es espaces B d~nt 

00 . 
1e dual est isomorphe A un !acteur direct d'un espace k (ou, ce 
qui revient au meme, d~nt 1e bidual edt isomorphe A un facteur,d,1: 

, 1) r~ct d'un espsce ~ I espaces que j ' appelle -espaces duo type ~o-' 
satistont encore A 1a mame propri4te. Signalons que les espaces 

de type ~o (ainsi que 18 categorie duale) s'introdulsent de ta-
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90n tr~s naturelle dans la th~orie des produ1ts tensor1els topo12 
g1ques (que je developpe dans le Sem1naire Math~matique de l'Uni

versitede Sao Paulo, 1954). 11 semble assez plausible que la pr~ 
prilHe tl®E C t2® E S()it une caracterisation des espaces du 
type ? . Dualement , l'1nclus1on .Q2®E C. c ®E est une propri 

0 , - -0 . -

ete remarquable des espuces &00 at Q(K), plu$ generalement des 
espRces "du type 0;" (i.e. dont Ie dual est de type ~, ), et il o ,0 

semble done m~me que cette propriete so1t caracter1st1que des es-

paces du type /ro. S'il en etait ains1, un espace qui sat1sfa~t a 
la f0'1s aux 1nclusions (1) et (2) de la prop. 9 sera1t a la f01a 

~~ et ~o: il n'est pas diff1c11e de v01r que cela implique que 

E est m~me de dimension fin1e (c'est par exemple une consequence 

des resuitats de [71)~ Celn resoudra1t done en toute generalite 

la ques1;ion &.b0x::te~J'dans ae nil, 

7 .~e propr1ete remarguable des espacea de Hilbert, 
Le n2 4 nous apprend essent1ellement qu'il existe "bes~ 

coup" d'spp11cations linea1res continues d'un espaee de Hilbert H 
donne dans un espace de Banach E de grande dimension. 11 est r~ 
cile d'en dedu1re l'enonce su1vant (equivalent au lemme de Dvore
tzky-Rogers quant a I' essentiel): 30i t n un entier > 0, et 

soit £ > 0, nlora 'i1 existe un entier N tel que pour tout esp~ 

ce de Banach E de dimension ~ N, on puisse trouver un sous-es

pace vectoriel 1!' ds dimension n, et une ~orme 8~ Rn compri

se entre U(xi )1I 2 et lI(xi )lIoo' fait done de Rn un espace de B,!! 
nach Fl , enlin une application,lineaire biun1voque de P sur PI' 
de norme ~l, dont l'appl1cation reciproque soit de norme ~l+E, 

'De !a90n plus imag~e'; E contient ,des sous-espaces qui sont, A 
pr~s, isomorphes ~ Rn munid'une norme intermedia1re entre 

lI(xi )1I 2 et U(xi>ll_, Dans cet enon~e, peut-on mGme remplacer Pl 
par l'espace hilbertlen H _ ~2(n), en d'autres termes, ~ n!! 
E donn~s, tout 8space £!. Banach E 2 dime'naion ~ grande • 

cont1ent il ~ soua-Bspaee 1somorphe! i p~8 A l'espace H (esp'! 

ce de Hilbert de dimension n)';I 3i oui, cette propriete, exprimee 
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pour un espace H !1xe de di!Densionn, et E> 0 variable ,:Jera! t 
une nouvellecaract6risationm6tr1que de i'espace de Hilbert de 

, , , 

d1mension n (car 1& rlfc1proque s8 v01t sans d1tficult~ essentiel-
le', en prenant dans l' 4nonc' eoulign4 des espaces E quI sont dell 
espaces de Hilbert). D' a111eur~; ii ne ser~1t pas d1ft1clle d' en 
d4duire une c(.Lract4r1saUon· m6~~lque, a1nsi qu'une caract6rIsation 
vector1elle..;.topolog1qU~, : d~s espaces de Banach (de dimension tinie 
ou intinIe) "' 1S()mOrpha~)~ir~i~upli~e de Hilbert. pour ' donner l't!non

c4 pr6cis, assoupi1s';9riS'>1~;L~otion de "diDlension l1n4aire" de Bana 
ch, en disant ' ~~e' : l' ~'~~~~~' : lf~~i ' Ea un .l:a!!. 11 neai re Int4rieur-

11 celui d'un e8pa~e nO~'F, Sion peut trouverun' M> 0 fixe 

tel que tout soua-espaee de ' dimeneion !inie Elde ,E s01 t isomor
phe"ll Y. prh" 11 un' e,ous':':espace '1 de , (1.e. il exi:lte une 
application l1nea1re ' ~f~~iv6que de El sur li'l' de norme ~ l,dont 

.1' application inverse ,a ~e norme ~1+M); et que E. a un !.l.2! me-
trigue int4rieur a celu! de , P,'S! la condition precedente est ss-

tistaite pour ~ M) O.On ~~~t alors montrer que l! conjecture 
envlsagee ci-deS9US impliguequ'unespace A! Banach H ~ iso-
morphe ~ espace vectorlel-t~pOlOg1gue (resp. comme espsce !!2.r

m~) ! .!m espace 5!.!. Hilbert .!!. .!! seulement .!!. .!!.Q.!l ~ l1n4aire 

(resp • .!!.Q.!l ~ m6trigue) '!!1 int4rleur ! ~ A! n'lmporte gue1 
eepaee ~ Banach A! dimension intinie. En fait, bien entendu, la 
conjecture n'est pas n4cessaira qua pour "saulament sl", (at lui 
est mAme equlvalent). 

On peut remarquer, Al'appu1 de notre conjecture, qu'en 
eUet un espace de Hilbert a un type lin4a1re Int6rleur 11 celul 

de n'1mports 4uel 8space de Banach E de dimension intinie clas

s11lue, en particul1er pour E. Jl (l~p<+oo), espaceLP de di-. ' 

mens ion intinie constru1t sur une me sure .po par ailleurs que1con 
que. Dkns 1e cae o~ po est l~ meBure de Leblsgue sur le 
(0,1), on sait en eftet qu'on peut trouver, grAce ~ , la 
des s4riss trigonomlftriques 1acunai. (voir p.ex. [a), un 

segment 
th4or1e 

SOU8-

espace term4 H de dimension intinle de k2 , dont la topologie 
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soi t aussi celle 1nduite par les espaces Jl (1 ~ p .:::+ (0), d 'ou 

rasul te" que H, donc aussi ~ espnce de Hl1 bert, aun type lin! 

aire in1'~:~ur ~ ::elui de I!P (pour l~p,:::+oo). D'autre' part ,11 
n' est pas'" iifficl1e de voir que pour 1 ~ p < + 00 donne', tous les 

'I!P . espllces . d~ dimension'infinis, construits sur des mesurea, al: 
bltraires, 'ont rnGme type lineaire (et en part1culier, ont mGme t.l 
pe lineaire que . ~p), de sorte que notre assertion sur les espa

ces de Hilbert eat bien etablie pour 1'" P <: + 00. Quant au cas p = 
= +00, il est bien connu que a1 on se f1xe un eapace E = I!oo de 
dimensjon inf1n1e, tout espace de Banach de dimension finie (ou 
m~me seulement separable) est isomorphe ~ un sous-espace norme de 
E (11 suf:fi t en effet de 1& montrer pour ' E "' &00), d' ou resul tc 

que ~ espace de Banach a un type metrique (et a fortiori un t.l 
pe lineaire) inferieur a celui de E. (La mAme chose se presente 

d'ailleurs si . i est uri· espaee Q(K) de dimenaion infinie,eomme 
on verifie facilement). Cela ach?tve donc de prollver nos asserti
ons relatives a:u type lineaire d'un espaee de Hilbert. 

On fera attention eopendant qu" 11 n' existe pas d'isomor 
phiame vectoriel-topolo,gique de g, 2 dana lP, pour 1.$ p ( +·00 

[1, page 205).. Cela llluatre done la neeessi te, dans certaines 
questions, d'elargir Ia notion de "dimension lineaire~ de Banach 

comme nous venons de Ie faire~ 
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