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Construccién, necesidad e intuicion
de esencias en geometria
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RESUMEN

Eneste articulo considero el antiguo problema dela dependencia de lageometria sintética de los diagramas
ylademanda de necesidad y universalidad para sus resultados. Defiendo que la fuente de esa necesidad
no puede ser sino a priori, constituyendo una clase especial de intuicién que, paralelamente ala intuicién
empirica ordinaria, restringida a la aprehension de las caracteristicas particulares de los objetos, pasa
de éstas ala captacién de las propiedades esenciales compartida por una cierta clase de objetos. Intenta-
ré sugerir que la postulacién de esta clase de intuicién no es un mero artificio filoséfico, sino que en-
cuentra evidencia enla propia practica de lageometria, especialmente en el desarrollo que esta discipli-
natuvo en el siglo x1x de la mano de Poncelet y Klein, entre otros.

ParABRAS-c1AVE © Geometria sintética. Construcciéon. Esquemas. Invariancias. A priori.

“La geometria se jacta de producir
tanto con tan poco tomado de fuera”
(Isaac Newton, 1999 [1687], Prefacio).

INTRODUCCION

La geometria con la que estamos familiarizados desde nuestra temprana nifez, la geo-
metria euclidiana, asi como la extensa tradicion a la que ella dio origen, descansa en la
efectuacion real de construcciones. Una parte fundamental de la demostraciéon de un
teorema en el sistema de Euclides, la ex6éo1g (cuya traduccion latina fue expositio),
indicalamanera en que es posible construir, por asi decirlo, un “ejemplar” de la figura
que se enuncia en la TpodToG1G. De acuerdo con Euclides, la fuerza y conclusividad de
una prueba consiste en la posibilidad de exhibir la figura en cuestion.

1 Este principio fue adoptado y generalizado ala totalidad de las matematicas por filos6fos como Kant y Peirce. Este
altimo dice en 1902: “[en matematicas] es necesario HACER algo. En geometria, se dibujan lineas auxiliares. En
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% con fines

Como es bien sabido, esta apelacién a la construccién de diagramas
demostrativos dio lugar a un problema filoséfico que dura hasta nuestros dias, a saber,
,como se pretende que conclusiones matematicas con un pretendido valor de necesi-
dad y universalidad, descansen en el trazado de figuras particulares? Las posibles res-
puestas a esta pregunta incluyen las siguientes: (1) los diagramas constituyen meras
herramientas heuristicas, es decir, ayudas para hacer mas facil la comprensién de un
argumento expresado en enunciados, lugar desde donde genuinamente surge la prue-
ba; (2) que el alcance del diagrama esta determinado por las intenciones de un sujeto,
extendiendo las condiciones del diagrama original a otros posibles; 3) que el alcance
del diagrama esta determinado por el procedimiento de construccion especificado en
el texto del argumento.

En este articulo, deseo defender una variante de (2). Es claramente una variante
dado que parto del reconocimiento de que tal como esta el criterio es abiertamente
insuficiente, pues las intenciones que determinarian el alcance del diagrama pueden
variar de sujeto a sujeto, lo que conduciria al mismo problema con el que comenzamos.
Lo que necesitamos es que la extensién de la validez de las propiedades dadas en el
diagrama particular sea algo independiente de condiciones subjetivas, de modo tal a
obtener la universalidad y necesidad requeridas en el orden de las propiedades mate-
maticas atribuibles a una clase de objetos geométricos. Esta fuente de necesidad no
puede ser sino a priori, constituyendo una clase especial de intuicién que, paralela-
mente a la intuicién empirica ordinaria, restringida a la aprehensién de las caracte-
risticas particulares de los objetos, pase de éstas ala captacién de las propiedades esen-
ciales compartida por una cierta clase de objetos.

Estaidea de una intuicion de esencias — o intuicion sofisticada, como también la
llamaré siguiendo una terminologia propuesta por Felix Klein —, que acompara la in-
tuicion empirica y que esta dirigida a las propiedades universales y necesarias que ha-
cen que una representacion particular sea lo que es, no es nueva por supuesto. Se re-
monta al menos a Platén y a la fundamentacion filoséfica de la geometria euclidiana
por parte del neoplaténico Proclo en el siglo v d.C. Est4 también en Kant y se articula
abiertamente en la filosofia de Husserl.

algebra se practican transformaciones permitidas. A continuacién entran en juego las facultades de observacién”
(Peirce, 1974 [1902], p. 4). Laidea fundamental de Peirce es que las matematicas no proceden inicamente siguiendo
cadenas estrictamente deductivas, lo que é1llama “pensamiento corolario”, sino realizando construcciones e inves-
tigando las propiedades de las mismas, lo que llama “pensamiento teorematico”.

2 Uso “diagrama” para referirme a las figuras geométricas trazadas en el papel por cualquieraimplicado enla practica

geométrica. Asi, también utilizo simplemente el término “figura” para mentar lo mismo.
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Dado que la versién de esta idea que defenderé aqui se nutre especialmente de
las perspectivas de estos dos tltimos fil6sofos,” mi proceder sera histérico-filoséfico.
Expondré parte de la historia de esta nocion al mismo tiempo que argumentaré a su
favor. Intentaré sugerir que la postulacién de esa clase de intuicién no es un mero ar-
tificio filoséfico, sino que encuentra evidencia en la propia practica de la geometria.

] LA ®ANTAZIA EN EL CONOCIMIENTO GEOMETRICO ANTIGUO

En la geometria, hay una antigua distincién entre dos tipos de métodos de demostra-
cion. Porun lado, estd el método que consiste en suponer un resultado deseado que se
puede alcanzar, por ejemplo, en suponer que hemos tenido éxito en hacer una cierta
construccién, en el sentido corriente de “construccién”. Luego, a partir de estas supo-
siciones se argumenta “hacia atras”, por asi decirlo, hacia las condiciones a partir de
las cuales la construccién es posible y hacia las maneras en las que se puede realizar.
Este método se llama analitico. A veces fue atribuido a Platén, pero no se empleé en
gran escala, explicita y sistematicamente, hasta la geometria analitica de Descartes,
cuyo mismo nombre se deriva del método “analitico” en cuestién. El otro método era
el método sintético. Su aplicacion consiste en tratar de producir el resultado deseado
mediante la efectuacién real de construcciones, y lo que es mas importante, que dicha
construccién procede desde elementos simples a partir de un conjunto fijo de reglas.
Aquello que distingue alos dos métodos, porlo tanto, es de manera general el hecho de
que en el método analitico no se hacen construcciones mientras que el método sinté-
tico se basa en el empleo de construcciones reales de acuerdo con reglas fijas.*

El paradigma clasico de la utilizacion del método sintético en geometria se en-
cuentra en los Elementos de Euclides. Estos comienzan con 23 definiciones, en las cua-
les se definen la mayoria de los términos basicos, cinco postulados y cinco nociones
comunes. Los postulados posibilitan que se realicen ciertas construcciones geomé-
tricas: unir dos puntos con unalinea, trazar un circulo con cualquier radioy con centro
en cualquier punto etc. Las nociones comunes son deducciones permisibles o reglas
de inferencia aplicables fuera de las matematicas: dos cosas que son iguales a una ter-

3 También en Peirce, en la forma en que concibe los diagramas como una subclase especial de los signos, hay algo
semejante a esta capacidad de intuir relaciones esenciales. Por razones de espacio, sélo consideraré aqui las
aportaciones de Kant y Husserl y dejaré a Peirce para otra oportunidad.

4. Para aclarar aun mas la diferencia entre los métodos sintético y analitico en geometria, podria utilizarse la
terminologia de causas y efectos. En el razonamiento sintético, se procede desde las causas a sus efectos, en el ana-
litico de los efectos a sus causas.
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cera, son iguales entre si; si cantidades iguales se agregan a cantidades iguales, los re-
sultados son iguales etc.

¢ Cual es la estructura de una proposicién en la geometria de Euclides? Primero
hay una enunciacion de una proposicién general. Por ejemplo, en la proposicién 20 de
los Elementos, dice: “en todo tridngulo dos lados tomados juntos de cualquier manera
son mayores que el restante” (Euclides, 2000, p. 43). Esta parte de la proposicién fue
llamada npdtactg. Pero Euclides jamés procede tnicamente sobre la base de la enun-
ciacién. En cada proposicién, indica a continuacion la manera en que es posible cons-
truir, por asi decir, un “ejemplar” de la figura que se enuncia en la TpdtocLg. Esta
construccién equivale a una verdadera demostracién de la proposicién en cuestion.
Dice a continuacién de la proposiciéon 20: “pues, sea ABI" un tridngulo. Digo que dos
lados del tridngulo ABT" tomados juntos de cualquier manera son mayores que el res-
tante, los lados BA, AT" (mayores que) BT, los lados AB, BT" (mayores que) A, y los
lados BT, TA (mayores que) AB” (Euclides, 2000, p. 43). Esta parte de una proposi-
cién euclidiana era llamada ex6€61g 0 exposicion.

La exposicion o ekB€c1g estd estrechamente ligada con la parte que sigue, o ter-
cera parte, de una proposicién euclidiana, la construccion auxiliar. Esta parte era a me-
nudo llamada de preparacidn u organizacion (koBaokevn). Consistia en declarar que la
figura construida en la exposicion tenia que ser completada mediante el trazado de
algunas lineas, puntos y circulos adicionales. En nuestro ejemplo, la preparacién dice
asi: “Prolonguese por el otro lado BA hasta el punto A, y hagase AA igual a TAy tra-
cese AT'” (Euclides, 2000, p. 43).

La construccion era seguida por la amode1&lg o prueba propiamente dicha. En
esta no se realizaban mas construcciones. Alli tenia lugar una serie de inferencias que
concernian a la figura que habia sido introducida en la exposiciéon y completada en la
construccion auxiliar. Estas inferencias hacian uso de axiomas, proposiciones ante-
riores y de las propiedades de la figura que se seguian del modo en que la figura esta-
ba construida.

Después de haber alcanzado la conclusion deseada acerca de la figura particular,
Euclides regresaba otravez ala enunciacion general, diciendo, por ejemplo, “por con-
siguiente, en todo tridngulo dos lados tomados juntos de cualquier manera son mayo-
res que el restante” (2000, p. 44.).

Como mencioné enla introduccién, el método de la geometria sintética antigua,
que acabo de exponer, heredado a sus desarrollos posteriores, presentaba una carac-
teristica peculiar: por unlado, se reconocia la fundamental importancia que las cons-
trucciones jugaban en el establecimiento de las verdades geométricas y, por el otro, se
crey6 firmemente que sus resultados carecian de la ambigiiedad y falta de determina-
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cion caracteristica del conocimiento sensible, es decir, que sus resultados se seguian
con necesidad y certeza absolutas.

Los primeros que reflexionaron acerca de este problema fueron Platén y Aris-
toteles. De la consideracion de esos dos aspectos del conocimiento geométrico, Platéon
derivé una concepcién que sostenia que las proposiciones de la geometria tratan acer-
ca de objetos de un mundo inmaterial y eterno, y cuyo conocimiento se obtenia a través
de de una facultad que, utilizando las representaciones sensibles, se concentraba en
las propiedades esenciales de las mismas. Asi, dice en un pasaje de Republica:

Sabes, por consiguiente, que se sirven de figuras visibles y hacen discursos acer-
ca de ellas, aunque no pensando en éstas sino en aquellas cosas a las cuales éstas
se parecen, discurriendo en vista al cuadrado en siy ala diagonal en si, y no en
vista de la que dibujan, y asi con lo demas. De las cosas mismas que configurany
dibujan hay sombras e imagenes en el agua, y de estas cosas que dibujan se sirven
como imagenes, buscando divisar aquellas cosas en si que no podrian divisar de

otro modo que con el pensamiento (Platén, 1986, p. 336).

Es decir, bajo la influencia del desarrrollo que el método sintético habia tenido
desde Tales y Pitagoras hasta el siglo va.C., el cual podia ser visto como un desarrollo
progresivo de la capacidad operativa de construir figuras, Platén no dudaba que sobre
esas construcciones descansaba la naturaleza del procedimiento geométrico mismo,
pero al mismo tiempo creia que las verdades geométricas no podian serlo de un mundo
de apariencias cambiantes, porlo que postula esa “mirada del pensamiento” que atiende
a los modelos o ideas puras que esas construcciones sensibles se encuentran repre-
sentando. Lo que interesa seflalar es que este ver con los ojos de la mente no equivale a
una mera contemplacién de verdades ya hechas, sino a una construccién de las mis-
mas siguiendo un procedimiento estrictamente deductivo.

Desde el punto de vista de Aristételes, en tanto, las construcciones son esencia-
les para el conocimiento geométrico, porque todo conocer es en acto, implicala actua-
lizacién de una serie de propiedades que no existen mas que potencialmente en una
situacién dada. En la Metafisica, dice:

El acto también nos revela los teoremas geométricos, ya que estos se hallan divi-
diendo. Si se presentaran como divisiones ya hechas, los veriamos inmediata-
mente, pero sélo se dan en potencia. ;Por qué los angulos del tridngulo equiva-
len a dos rectos? Porque los dngulos formados alrededor de un solo punto son

iguales a dos angulos rectos. Por lo tanto, si se trazara la linea paralela respecto a
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un lado, con un simple vistazo resultaria obvio el teorema. Asi pues, es evidente
que las figuras en potencia se revelan ante nuestros ojos cuando las hacemos pa-
sar al acto. La causa de ello es que su actualizacién es el pensamiento; por lo tan-
to, el acto procede de la potenciay, por eso, el conocimiento se adquiere constru-

yendo (Aristételes, 2008a, p. 289-90).

Pero, desde el punto de vista de Aristételes, ;sobre qué versa el conocimiento
geométrico? En su opinién, los objetos matematicos son cosas que surgen por, en o a
través de un proceso de eliminaciéon. En el capitulo vde libro 1 de los Analiticos segun-
dos (2008Db), Aristoteles comienza con una figura geométrica perceptible particular.
Lo que es eliminado es su particularidad mismay todo lo que viene con ella, incluyen-
do su ser perceptible. Lo que queda es un universal de alguna clase.

Mucho se ha discutido acerca de si el resultado de ese proceso de abstraccién
constituye una entidad de alguna clase, o se trata simplemente de la misma entidad
original aunque considerada desde otro punto de vista, a saber, desde el punto de vista
de la expresion de propiedades universales. Esta ultima interpretacion es la que pare-
ce ser mas plausible. Parece que Aristételes estaba concibiendo este “pensar por eli-
minacion” como una facultad especial que considera a las propiedades particulares de
una figura como incidentales, como meros accidentes. De acuerdo con Heath (194,9),
para Aristételes, el término YPAPELY significa también “probar” y, por lo tanto, no
s6lo trazar una figura. El arte de trazar figuras esta esencialmente conectado con un
movimiento inferencial de caracter descriptivo que implica una prueba intelectual con
alcance universal, pues el proceso mismo de descubrimiento o construccién estd acom-
paitado por uno de eliminacién de las propiedades accidentales.

Pero quienllevé a cabo una fundamentacion filoséfica detallada del procedimien-
to constructivo de Euclides en el mundo antiguo fue Proclo, a quien quiero referirme a
continuacion.

Segun Proclo, los objetos matematicos no son objetos intelectuales puros, sino
que ocupan una posicién intermedia entre aquéllos, los cuales tienen el atributo de la
simplicidad absoluta, y los objetos sensibles. Son inferiores a los primeros en la me-
dida en que poseen una clase de extensién y pluralidad, pero son superiores a los se-
gundos en tanto que son mas precisos y reflejan mas cuidadosamente el mundo inte-
lectual. En virtud de su pluralidad y extensién, poseen un aspecto sensible, pero, en
tanto carentes de materialidad, constituyen imagenes “que imitan en su forma dividi-
dalo indivisibley, en sunaturaleza multiforme, los patrones uniformes del ser” (Proclo,
1970, p. 4.). Esto excluye, desde el punto de vista de Proclo, cualquier posibilidad de
que dichos objetos sean derivados de los sentidos, por alguna clase de proceso de abs-

traccién o induccién.
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Los dos principales argumentos que Proclo esgrime contrala posibilidad de que
los objetos mateméaticos provengan de los sentidos son, en primer lugar, la notoria
precision, estabilidad y falta de ambigiiedad de las formas matematicas como opuesto
al caracter cambiante, impreciso e indeterminado de los objetos sensibles; en segun-
do lugar, y de mayor importancia para nuestro asunto, el caracter general de las formas
matematicas, que posibilita extraer de ellas en los razonamientos conclusiones tam-
bién de caricter general, en tanto opuesto a la particularidad de los objetos sensibles.
Proclo encuentra ininteligible pensar que las pruebas matematicas no posean un al-
cance universal, lo cual quedaria excluido si se considera, en sus premisas, objetos
sensibles particulares. Dice sobre esto:

Siun hombre demuestra que el tridngulo isésceles tiene la suma de sus dngulos
igual ala de dos angulos rectos, y que lo mismo es cierto de los tridangulos escalenos
y equilateros, él no comprende propiamente esas proposiciones; antes bien, es
él quien demuestra acerca de cualquier tridngulo, sin calificacién, lo que sabe en

el sentido estricto del término (Proclo, 1970, p. 12).

Ahora bien, silos objetos matematicos no derivan de los sentidos, ;de dénde lo
hacen? Responde Proclo: “Si las formas matematicas no existen por abstracciéon de
cosas materiales o por la reunién de caracteres comunes a los particulares, ni nacen
y son derivadas de objetos sensibles, por necesidad el alma debe obtenerlas o bien de
si mismas o del nous, o de ambas mediante una clase de inteligencia superior” (1 970,
p-13).

Dado que, desde su punto de vista, los objetos matematicos exhiben una estruc-
turanormativa, estos no pueden surgir inicamente del entendimiento, sino que elnous
debe participar en su generacion. Asimismo, debido a que las formas encerradas en el
nous poseen esa naturaleza normativa, lo que significa que ofician como patrones para
todas las cosas, existe una necesidad constitutiva mediante la cual las formas en el nous
se actualizan en los objetos matematicos. Existe, en opinién de Proclo, una relacién
profunda entre entendimiento y nous segun la cual este Gltimo siempre determina el
contenido del primero. El entendimiento reproduce en sus propios términos, esto es,
de manera discursiva, el contenido intelectual del nous.

En el caso especifico de la geometria, Proclo mobiliza el rol jugado porla imagi-
nacion. Esta se vuelve necesaria debido a que ocupa una posicion intermedia entre las
formas de conocimiento superiores y las inferiores, esto es, entre el conocimiento in-
telectual y la percepcion sensorial. Dado que, segin Proclo, los objetos mateméticos
en su aspecto puro se encuentran, por asi decirlo, “encerrados” en la inteligencia, es
necesario, para volverlos manifiestos y verdaderos objetos de conocimiento, una fa-
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cultad que les provea de una forma sensible pero que, ala vez, capture las propiedades
formales puras de dichos objetos. Esa facultad es la facultad de imaginacién, que es
capaz de producir esas representaciones envirtud de sunaturaleza hibrida. Dice Proclo:

Cuando traza sus objetos desde el centro indivisible de su vida, los expresa en el
medio de la divisién, extensién y figura. Por esta razén, todo lo que concibe es
una imagen o una forma de su pensamiento. Concibe al circulo como extenso, y
aunque este circulo es libre de materia externa, posee una materia inteligible su-
ministrada por la imaginacion misma. Esta es la razén por la que hay mas de un
circulo en la imaginacion, como hay mas de un circulo en el mundo sensible;
porque con la extensiéon también aparecen diferencias en medida y nimero en-
tre circulos y tridngulos. Si, entonces, en los circulos sensibles hay un universal
que hace a cada uno de ellos un circulo y a todos semejantes entre si debido a que
se conforman a una idea simple, difiriendo, sin embargo, en la medida y en su
objeto subyacente, del mismo modo, en los circulos imaginarios hay un elemen-
to comun en el cual ellos participan y en virtud del cual todos tienen la misma

forma” (1970, p. 42).

Laimaginacion, entonces, debe poseer, de acuerdo con Proclo, un elemento in-
telectual normativo, dado que produce esa clase de representaciones que, aunque con
caracteres particulares, exhiben un rasgo comun que las hace pertenecer auna clase de
objetos. El razonamiento geométrico, basado en la imaginacién o en esa clase de “in-
tuicion sofisticada”, facilita que los conceptos encerrados en la inteligencia sean des-
plegados para ser conocidos. Esto justifica también el uso de los diagramas. Dice Proclo:
“y esto es por lo que usamos diagramas para ilustrar la estructura y construccién de
figuras, sus divisiones, posiciones y yuxtaposiciones” G 970, p. 45).

Asi, para Proclo, los objetos matematicos poseen, por un lado, en virtud de su
evidente pluralidad, un aspecto sensible aunque no material y, por el otro, en virtud de
que se encuentran determinados por las formas puras provenientes del nous, uno in-
telectual. Esto garantiza que las demostraciones que se llevan a cabo en dicha discipli-
na tengan un alcance universal.

2 INTUICION PURA, IMAGINACION Y ESQUEMAS
EN LA FILOSOFIA DE LA GEOMETRIA DE KANT

En esta seccion deseo sugerir una interpretacion de la filosofia de la geometria de Kant
que abogara a favor de mi tesis original acerca de la necesidad de pensar una facultad
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especial de intuicién como fuente de necesidad del conocimiento geométrico. Como
he dicho antes, dado que mi interés consiste en mostrar cémo dicho requerimiento se
explica en funcién de la produccion de una clase especifica de conocimiento geomé-
trico, comenzaré con una breve exposicién sobre el estado de la investigacién en dicha
disciplina en el siglo xviI1.

Al comienzo de laseccién anterior caracterizamos el método de la geometria sin-
tética como aquél que parte de ciertos elementos primitivos y se eleva, mediante el
recurso a las construcciones reales, hacia el establecimiento de ciertas verdades sobre
un determinado dominio de figuras geométricas. Asimismo, sefialamos alli que este
recurso a las construcciones, aunado a la creencia de que los resultados alli obtenidos
tenianunestatus no empirico, condujo alabores de fundamentacion filoséfica que echa-
ron mano del recurso a la postulacién de una clase de facultad que explicara, tanto la
apelacién al trazado de los diagramas, como el estatus de necesidad de sus resultados.

Ahora bien, ulteriores problemas surgieron cuando los geémetras se percataron
de que esta dependencia de las construcciones literales, es decir, de los particulares
que se construyen con reglay compas en el encerado, conducia a dos hechos inacepta-
bles prima facie, a saber, que aquellas cosas que manifestaban caracteristicas visibles
diferentes no pudieran ser subsumidas bajo un concepto simple; y la carencia de uni-
dad en los principios constructivos de la geometria.

Esta situacién comenzo a revertirse con el trabajo de Descartes, quien planteé
de una manera explicita el principio de que todas las expresiones particulares del pen-
samiento han de presentar un orden y conexién definida. No es el contenido de un
pensamiento dado lo que determina su valor cognoscitivo, sino la necesidad mediante
la cual se deduce desde primeros principios en una secuencia ininterrumpida. La pri-
mera regla de todo el conocimiento racional es, entonces, que las cogniciones sean
ordenadas formando una serie autocontenida dentro de la cual no hay transiciones no-
mediadas. Ningtin miembro puede ser introducido como un elemento enteramente
nuevo, sino que cada uno ha de surgir paso a paso desde miembros anteriores de acuerdo
con una regla.

Este pensamiento fundamental de Descartes demandé y condicioné una nueva
concepcién de la geometria. El conocimiento geométrico, en sentido estricto, no se
encuentra donde los particulares son estudiados como objetos aislados, sino s6lo donde
latotalidad de esos objetos puede ser constructivamente generada de acuerdo aun pro-
ceso dado. La geometria sintética antigua viola este postulado, porque su objeto es la
figura espacial aislada cuyas propiedades se aprehenden en la intuicion sensible in-
mediata, pero cuya conexion sistematica con otras figuras nunca puede ser represen-
tada completamente. En este punto, de acuerdo con Descartes, la geometria sélo pue-
de ser completada a través de su determinacién por medios aritméticos. El fin del
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método filoséfico consiste en concebir a todos los objetos con la misma conexién sis-
tematica que poseen los objetos aritméticos.

Ahora bien, en el desarrollo posterior, la geometria nunca se iba a apartar de
este principio cartesiano fundamental. Sin embargo, silo haria enrelaciéon a otro punto
de fundamental importancia, a saber, la algebrizacién cartesiana de la geometria, con
la consiguiente restauracion del papel de la intuicién en las cuestiones propiamente
geométricas. Ya Leibniz habia criticado a la geometria analitica por introducir un ele-
mento arbitrario en la determinacion de las figuras espaciales, a saber, los diferentes
sistemas de coordenadas y sus diferentes ecuaciones, orientando su propia investiga-
cién al campo de lo propiamente geométrico.? Desde el punto de vista de la que luego
se llamaria, en el siglo x1x, geometria de la posicién o proyectiva, y que en el siglo xvir
no se distinguia nominalmente de la geometria euclidiana, lugar desde donde se operé
la divergencia con la geometria analitica, no es cuando limitamos la intuicién y busca-
mos reemplazarla por meras operaciones de calculo que obtenemos las verdaderas
construcciones légica y estrictamente deductivas de la ciencia del espacio, sino cuan-
do colocamos a la intuicién en su completo alcance e independencia.

El problema fundamental al cual se enfrentaron los gedmetras del siglo xvir, pro-
blema que, por otra parte, ya habia sido planteado por Alberti, fue: ;qué propiedades
geométricas tienen en comun dos secciones de la misma proyeccién de una figura ac-
tual? El primero que dio una respuesta a esta pregunta en términos sistematicos fue
Girard Desargues (1591-1661).

Un aspecto importante de su sistema geométrico fue la introduccion de elemen-
tos imaginarios6 en el plano euclidiano. Esto fue posible por su tratamiento de las li-
neas paralelas, las cuales concibié como un caso de lineas que se intersecan en un punto
en comun, el punto de interseccion, el cual era trasladado al infinito. A su vez, esto lo
condujo a uno de sus resultados mas conocidos, el ahora llamado “teorema de Desar-
gues”. A este deben agregarse, entre otros resultados, el concepto de involucion (que
habia sido introducido por Papo de Alejandria), y el de conjunto arménico de puntos.

En mi opinidn, la cuestion acerca de la introduccién de elementos imaginarios
en el sistema geométrico no tiene tinicamente una importancia fundamental desde el
punto de vista de la historia de las matematicas, sino también desde un punto de vista

5 Enuna carta a Christian Huygens, de 1679, Leibniz dice: “[...] pero, a pesar de los progresos que he hecho en esas
materias, no estoy todavia satisfecho con el algebra, debido a que no provee con los métodos mas breves o las
construcciones mas bellas dela geometria. Esto es porlo que creo que, enlamedida en que la geometria esta implicada,
necesitamos otro analisis que sea distintivamente geométrico o lineal y que exprese la posicion (sytus) directamente
al igual que el 4lgebra expresa directamente la magnitud” (Leibniz, 1970, p. 249). Su propia aportacién al campo se
encuentra en el proyecto de unAnalysis situs. Cfr. el ensayo del mismo nombre en (1970).

6 El concepto de puntos al infinito habia sido introducido explicitamente por primera vez por Kepler en su obra de
1604, La parte dptica de la astronomia.
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epistemologico. Dicha importancia radica en que revolucioné el modo de entender la
cuestiéon de la naturaleza de las representaciones geométricas. Por ejemplo, si consi-
deramos un circulo y una linea recta que lo interseca, podemos transformar este siste-
ma geométrico mediante desplazamientos continuos de una manera tal que finalmen-
telalinearecta queda completamente fuera del circulo, de modo que las intersecciones
y las direcciones de los radios que corresponden a ellas han de ser expresadas por va-
lores imaginarios. La coordinacién de la figura deducida con la original ya no conecta
elementos que son actualmente presentes y observables, sino elementos meramente
intelectuales; se ha resuelto en una correlacion ideal. En esta visién, el objeto real de la
investigacién geométrica no es la forma individual en su existencia sensorial, sino las
diversas clases de dependencia que pueden subsistir entre las formas.

Con este contexto en mente, veamos ahora algunas ideas de Kant acerca de la
fuente y justificacion del conocimiento geométrico. De acuerdo con la distincién en-
tre los usos de la razén que Kant establece en la Doctrina transcendental del método, el
conocimiento filoséfico es conocimiento racional derivado de conceptos, mientras que
el conocimiento matematico lo es por construccion de conceptos.? Veamos un poco més
de cerca qué nos dice Kant acerca de esas construcciones. Dice:

Para construir un concepto hace falta, pues, una intuicién no empirica que,
consiguientemente, es, en cuanto intuicion, un objeto singular, a pesar de lo cual,
en cuanto construccion de un concepto (representacion universal), tiene que ex-
presar en su representacién una validez universal en relacién con todas las posi-

bles intuiciones pertenecientes al mismo concepto (Kant, 1988, A714.-B74.2).

De acuerdo conun presupuesto fundamental de la filosofia kantiana, a todo con-
cepto debe corresponderle una intuicion, la cual, por supuesto, viene suministrada
por la sensibilidad. En el caso de las matematicas, que procede constructivamente en
relacién a todos sus conceptos, sus intuiciones han de proveerse a priori. Dado que la
misma constituye el objeto que otorga significado al concepto y asi el objeto al que este
refiere, esta no puede ser una mera representacién particular, sino, como dice Kant,
una que exprese las propiedades compartidas por todas las intuiciones pertenecientes
al mismo concepto. Al hablar de propiedades compartidas, aclara Kant unas lineas mas
abajo, no nos referimos alas propiedades prescindibles de una cierta clase de objetos,

7 Jaakko Hintikka ha afirmado correctamente que Kant recibié una inspiracién directa del proceder de la geometria
sintética no s6lo para articular su elucidacion del conocimiento matematico, sino también de su modelo epistemo-
légico en general. No obstante, como se notard a continuacion, discrepo con su interpretacion de Kant, la cual hace
énfasis en que Kant estd pensando en particulares cuando habla de construcciones en la intuicién pura. Para una
discusién mas detallada del punto de vista de Hintikka, véase Cedrés, 2008.
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como serian, en un tridngulo, la magnitud de los lados y de los angulos, sino a las pro-
piedades universales y necesarias de los mismos. Esta intuicién, segin él, “apunta
siempre al simple acto de construir el concepto” (A714.-B742), esto es, constituye una
representacién cuyo fin es la expresién de un concepto. Por ello no puede ser mera-
mente particular.

Esta representacién intuitiva pero determinada conceptualmente, la cual cons-
tituye el objeto del concepto, y es construida, en palabras de Kant “sin tomar el modelo
de una experiencia” (A714-B742), es el esquema del concepto. Asi lo expresa Kant en
el mismo apartado: “Por ello, asi como este singular se halla determinado por ciertas
condiciones universales de la construccién, asi también el objeto del concepto, al que
dicho singular corresponde como su mero esquema, tiene que concebirse como uni-
versalmente determinado” (A714.-B74.2).

Desde el punto de vista de los desarrollos en geometria proyectiva que comen-
tamos anteriormente, esto tiene pleno sentido. En tanto objetos concretos, las figu-
ras geométricas son diferentes, pero a nivel abstracto son las mismas. Por ejemplo, el
cubo y el octaedro son objetos intuitivamente diferentes. No obstante, sus respectivos
grupos de automorfismos tienen la misma estructura algebraica, por lo que decimos
que uno es el dual del otro. Y1lo mismo ocurre con el dodecaedro y el icosaedro. Cons-
tituyen, al igual que los puntos al infinito que mencionamos antes, objetos imagina-
rios, ideales, constructos abstractos que expresan propiedades universales determi-
nadas conceptualmente.

Por ello, también es natural que Kant considere el papel de la imaginacién en la
construccién de los objetos matematicos. En las Observaciones generales sobre la estéti-
ca trascendental, Kant se pregunta acerca de las proposiciones de la geometria: “;de
donde sacamos semejantes proposiciones y en qué se apoya nuestro entendimiento
parallegar atales verdades absolutamente necesarias y universalmente validas?” (B64,-
A47).Y la respuesta es que un conocimiento de ese tipo sélo podria obtenerse de dos
fuentes, a saber, intuiciones o conceptos. Una vez que ambos estan dados a priori o a
posteriori, debemos considerar cada una de estas opciones. Es claro que, si como Kant
parece creer (y nadie en el siglo xv111 creeria lo Contrario),8 la geometria es una disci-
plina constituida por verdades universales y necesarias, no podria derivar sus propo-
siciones de conceptos empiricosy de sus intuiciones correspondientes, pues dicha cosa

convertiria a la geometria en una disciplina irremediablemente empirica. Sélo que-

8 En el siglo x1x en cambio, el surgimiento de las geometrias no-euclideanas hizo pensar a algunos que la geometria
podria ser empirica. Lobachevskyllevé a cabo un experimento con datos astronémicos para determinar la constante
de su geometria. Usé un tridngulo formado por Sirio, Rigel y la estrella 29, pero el defecto era demasiado pequerio
para ser significativo. Sobre ese punto, Cfr. Torretti (1978), p. 63-4.
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dan las opciones de que el conocimiento geométrico se derive o bien de conceptos o
bien de intuiciones a priori. Lo primero es desechado apelando ala definiciéon de ana-
liticidad y a laimposibilidad de explicar un juicio de la geometria en base a dicha idea.
Entonces, la inica opcién que queda es considerar que las proposiciones de la geome-
triase derivan de intuiciones puras. Pero aqui Kant plantea una distincion, dice: “Pero,
¢ de qué clase de intuicion pura se trata: a priori o empirica?” (A48-B65). En mi opi-
nién, una intuicién pura empirica seria una representacién inmediata de un momen-
to particular del tiempo o un espacio particular no actual, por ejemplo, la representa-
cion que puedo tener en el momento en que escribo este trabajo de las turbias aguas
del Rio de la Plata. Se trata de una representacién independiente de la experiencia del
caso, pero no independiente de toda experiencia. Y es posible porla intervencién de la
facultad de imaginacién, aunque de una imaginacién puramente reproductiva. Asi-
mismo, se trataria de una representacién que no es universalmente valida, sino de una
que tiene una validez puramente subjetiva. Por otro lado, una intuicién pura a priori
seria unarepresentacion que surge como unanecesidad de la forma pura de la sensibi-
lidad, independientemente de los caracteres sensibles pasados o actuales, aunque no
completamente independiente de toda clase de representacion sensible. La facultad
que interviene en esta construccién es también la imaginacién, aunque en este caso su
naturaleza es esencialmente productiva. Dice Kant: “en esta sintesis sucesiva de la
imaginacion productiva se basan, para producir las figuras, las matematicas de la ex-
tension (geometria) con sus axiomas” (B204,). Es decir, la geometria procede desde
ciertos elementos basicos o primitivos, regida por sus axiomas, para producir objetos
imaginarios, ideales, representaciones que aprehenden las propiedades universales
de una clase de figuras. Construye, para volver nuevamente a la terminologia especifi-
ca kantiana, esquemas. Veamos un ejemplo de Kant que ilustra, tanto su énfasis en la
necesidad de las construcciones, como el caracter universal del resultado obtenido.

El ejemplo es extraido de la Doctrina trascendental del método, de su discusién
sobre la diferencia entre método filoséfico y método matematico. Alli dice:

Demos al filésofo el concepto de tridangulo y dejémosle que halle a su manera la
relacién existente entre la suma de sus dngulos y un angulo recto. [...] Dejémos
que sea ahora el gedmetra el que se ocupe de esta cuestion. Comienza por cons-
truir en seguida un tridngulo. Como sabe que la suma de dos dngulos rectos equi-
vale aladetodoslos angulos adyacentes que pueden trazarse desde un punto sobre
una linea recta, prolonga un lado del tridngulo y obtiene dos dngulos adyacentes
que, sumados, valen dos rectos. De estos dos angulos divide el externo trazando
una paralela al lado opuesto del tridngulo y ve que surge de este modo un dngulo

adyacente externo igual auno interno; y asi sucesivamente (A717—B745).
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Lo que Kant esta describiendo aqui es la siguiente construccion:

A E

Dado un tridngulo ABC, se prolonga el lado BC a D y luego se traza CE paralela a
AB. Entonces unonotaque o= o’ yB =p’, de modo que o+ +y =o'+ B’ + v = dos rectos.
Luego agrega Kant: “A través de una cadena de inferencias y guiado siempre porla in-
tuicién, el gedmetra consigue asiuna solucién evidente y, a la vez, universal del pro-
blema” (A717-B745).

Permitaseme, para terminar mi argumento acerca del caracter no particular de
las representaciones asociadas con las construcciones en geometria, considerar algu-
nas de las observaciones de Kant sobre la naturaleza de dichos esquemas. Enla seccién
sobre el esquematismo de los conceptos puros del entendimiento de la Critica de la
razon pura, Kant parte del reconocimiento de que los esquemas son producto de laima-
ginacién, pero enfatiza de inmediato que, dado que la imaginacion tiene aqui la fun-
cion de sintetizar una multiplicidad de intuiciones, su resultado no puede ser una in-
tuicién particular. Asi, un esquema ha de ser distinguido cuidadosamente de una
imagen, la cual en sentido estricto lo es siempre de un objeto particular. En el ejemplo
que proporciona Kant, los cinco puntos —+ « « + » — constituyen una imagen, una re-
presentacién sensible del numero cinco, lo que no quiere decir que constituya, desde
su punto de vista, la intuicién relacionada con el concepto de cinco. A favor de ello,
alega Kant que dicha representacién particular nunca podria ser comparada con el con-
cepto. Es decir, nunca podria constituir el objeto genuino de referencia del concepto.
Y ejemplifica una vez més con un caso tomado de la geometria:

Ninguna imagen de un tridngulo se adecuaria jamas al concepto de tridngulo en
general. En efecto, la imagen no alcanzaria la universalidad conceptual que hace
que el concepto sea valido en relacion con todos los tridngulos, sean rectangulos,
oblicuangulos, etc., sino que siempre estaria limitada a una sola parte de esa es-

fera. El esquema del tridngulo no puede existir mas que en el pensamiento, y
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significa una regla de sintesis de la imaginacién respecto de figuras puras en el
espacio (A141-B180o).

Desde mi punto de vista, aunque Kant se muestre ciertamente pesimista en tor-
no a la cuestién de qué sean esos esquemas y cual sea la clave de su comprension, el
enunciado final del parrafo citado es profundamente significativo. En mi opinién, no
s6lo explica algunos de los avances, aunque incipientes, en el desarrollo de la geome-
tria de su época, sino que dicha explicacién puede aplicarse a desarrollos posteriores
en la misma linea.

3 EL DESARROLLO DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA EN EL SIGLO XIX
Y EL CONCEPTO DE Wesenerschauung pE HUssERL

Permitaseme retomar la historia que inicié en las secciones anteriores. Los siguientes
nombres de importancia en el desarrollo de la geometria de la posicion o proyectiva
fueron los de Poncelet, Plicker, Gergonne, Grassman y von Staudt; el problema al que
se enfrentaron, el mismo que habia preocupado a Desarges y Pascal, la justificacion de
los elementos imaginarios. Por mor de la brevedad, sélo consideraré al primero de
dichos nombres. Poncelet hizo esfuerzos importantes por justificar la introducciéon de
los elementos imaginarios en los sistemas geométricos, pero problematizé al mismo
tiempo la dependencia de la geometria sintética de los diagramas explicitamente tra-
zados. Reconociendo la superioridad de los métodos algebraicos en el tratamiento de
los problemas geométricos, pero interesado al mismo tiempo por retornar al ideal de
lo geométrico como la teoria de lo propiamente espacial, se pregunté si la geometria
sintética no podria incorporar métodos tan potentes y efectivos como los del algebra,
embarcandose en una reinterpretacién de los contenidos de la geometria.

El primer rasgo importante que Poncelet observé en el dlgebra es que esta opera
con signos abstractos. Dice al respecto:

El dlgebra emplea signos abstractos, representa magnitudes absolutas mediante
caracteres que no tienen valor en si mismos, y que permiten a dichas magnitudes
todalaindeterminacién posible; por consiguiente, operany razonan forzosamente
tanto sobre signos de no-existencia como sobre cantidades absolutas y reales: a
y b, por ejemplo, representan dos cantidades cualesquiera, y es imposible en
el curso del calculo, recordar y reconocer cuil es el orden de sus magnitudes

numéricas; a pesar de ello, somos llevados a razonar sobre las expresiones
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a—b,Ja-b etc., como si se trataran de cantidades siempre absolutas y reales.
Los resultados deben, por consiguiente, participar de esta generalidad, y se ex-
tiende a todos los casos posibles, a todos los valores de las letras que se introdu-
cen; de esta manera, son estas formas extraordinarias, estos seres de razon, que

parecen ser la posesion exclusiva del algebra” (Poncelet, 1822, p. xx-xx1).

Poncelet agrega que todas las disciplinas que empleen este mismo tipo de signos
abstractos estardn en situacién de explotar las ventajas del analisis algebraico y, si no
lo han hecho, como la geometria sintética, es porque se ha estado aferrado dogmati-
camente al uso y significado de los diagramas. Sin embargo, no se trata finalmente de
borrarla frontera entre geometria sintética y analitica, sino de reinterpretar el uso y la
significacién de los diagramas empleados en la primera.? El paso dado por Poncelet
consiste en no tomar a un diagrama particular dado como el objeto de estudio de la
geometria, sino antes bien como un signo complejo cuyos componentes pueden ser
operados sin tomar en cuenta las particularidades que se siguen de sus caracteres
visualizables, y de alli obtener propiedades generales de las figuras. Mas especifica-
mente, Poncelet argumenté que en los casos en los cuales una forma persiste, pero el
objeto que la acompana se desvanece, se deben postular nuevos elementos de acuerdo
al principio general de persistencia de la forma, el cual podria parafrasearse de la si-
guiente manera: si suponemos que una figura dada cambia su posicién al sufrir cada
uno de sus puntos un movimiento continuo sin violar las condiciones que inicialmente
se sostienen entre ellos, las propiedades que se sostienen para la primera posicién de
lafigura, se sostienen todavia enuna forma generalizada paratodaslas figuras derivadas.

La fuerzay conclusividad de toda prueba geométrica descansa en los invariantes
del sistema, no en lo que es peculiar a los miembros individuales como tales. El inico
postulado que esta implicado puede ser formulado diciendo que es posible mantener
lavalidez de ciertas relaciones, definidas de una vez y para siempre, a pesar del cambio
en el contenido de los términos particulares. Comenzamos considerando ala figura en
una conexion general, y no la analizamos al comienzo en sus partes individuales, sino
que permitimos ciertos cambios dentro de una cierta esfera definida por las condicio-
nes del sistema. Si esos cambios proceden continuamente desde un punto de partida
definido, las propiedades sistematicas que hemos descubierto en una figura seran
transferibles a cada “fase” sucesiva, de modo que las determinaciones finales que se

9 Uno de los primeros que vieron la necesidad de reformular el sentido de lo que se entendia por “intuicién” fue
Jacob Steiner, quien sostuvo que el significado de la intuicién no es la adherencia a una figura sensorialmente dada,
sino que es la libre generacion constructiva de figuras de acuerdo a un principio unitario. Los diferentes casos de
figuras sensorialmente dadas no son, como enla geometria antigua, individualmente concebidos y estudiados, sino

que todo el interés se concentra en la manera en la cual ellas proceden mutuamente unas de otras.
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encuentran en un caso individual, pueden ser progresivamente extendidas a todos los
miembros sucesivos. Como Poncelet enfatiza, nunca son las meras propiedades parti-
culares de una figura desde las cuales comienza el tratamiento proyectivo, sino desde
las propiedades de un “género”, donde “género” significa nada mas que una conexiéon
de condiciones mediante las cuales todo lo individual es ordenado. Todas las formas
que pueden surgir una de otra en esta forma son consideradas como una unidad indi-
visible, son expresiones diferentes de uno y el mismo concepto. Obviamente, “perte-
necer aun concepto” no significa aqui el que los particulares compartan ciertas seme-
janzas genéricas, sino la presuposicion de un cierto principio de transformacién que
se mantiene idéntico.

Ahora bien, esta aportacién original de Poncelet fue desarrollada por nombres
tan importantes como el de von Staudt y Pliicker. El primero, a través de la introduc-
cion de laidea de “concepto-objeto” para entender los elementos imaginarios; el se-
gundo, con suteoria de los duales. Pero, desde mi punto de vista, el paso decisivo hacia
una formulacién completa del concepto geométrico en tanto que estructura que per-
siste a través de los cambios en sus aplicaciones particulares lo fue la introduccién de
lateoria de grupos'® en la geometria debida a F. Klein. En el concepto de grupo se ob-
tiene un principio general de clasificacién mediante el cual los diferentes tipos de geo-
metrias pueden ser unificados bajo un punto de vista simple. Si planteamos la pregun-
ta acerca de qué debemos considerar como una geometria, la respuesta es: aquellas
propiedades que permanecen invariantes a través de ciertas transformaciones es-
paciales. Es decir, aquellas estructuras que persisten cuando variamos la posicién
absoluta de esta estructura en el espacio, cuando aumentamos o disminuimos propor-
cionalmente la magnitud absoluta de sus partes, o cuando finalmente revertimos la
ordenacién de las partes individuales, como cuando sustituimos la figura original por
otra que se relaciona con ella como con su imagen en un espejo. Asi, por ejemplo, la
geometria euclideana es el estudio de las propiedades invariantes bajo el grupo de los
asillamados movimientos rigidos, a saber, traslacion, rotacién y reflexién. La propie-
dad esencial preservada por este grupo de movimientos es la distancia, es decir, la ca-
racteristica de la isometria."!

De este modo, los verdaderos objetos de consideracion e importancia para el
gedmetra no son los particulares, sino las propiedades que, a través de ciertos grupos
de transformaciones, permanecen invariantes. Esto no significa que los geémetras

10 Un grupo se define como un conjunto G no vacio junto con una operacion binaria (¥), tal que: para cualesquiera
g, yvg.deG, g*g, esunelemento de G; la operacion es asociativa; el grupo contiene el elemento de identidad; y para
cada elemento existe un inverso.

11 Una transformacion f es una isometria de A sobre B si preserva las distancias. Para cualesquiera dos puntos P,, P,
de A, la distancia desde P, a P, es igual ala distancia desde f (P,) af (P,).
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implicados en estos desarrollos consideraran que los diagramas debian ser completa-
mente desechados del campo de lo geométrico. CGon lo que lucharon, antes bien, fue
con la actitud antigua de restringirse a un tinico conjunto de representaciones diagra-
maéticas para expresar el contenido de lo geométrico. Esto es, rechazaron el punto de
vista de que cuando hablamos de puntos, rectas o planos, asociemos un tinico conjunto
de representaciones intuitivas. Enlugar de ello, podemosusar diversos diagramas para
representar una relacion abstracta, siendo la inica condicién que los mismos satisfa-
gan dichas condiciones. Es mas, tanto en el principio de continuidad de Poncelet, como
en la teoria de los invariantes de Klein, la presencia de una variedad cambiante de fi-
guras resulta esencial, dado que de alli es que emergen las propiedades compartidas
por las mismas y que las caracterizan a todas como pertenecientes a una clase.

Entonces, si, como parecen proponer los gedmetras, un diagrama particular es
un signo complejo que expresaun conjunto de determinaciones abstractas, validas para
una clase de objetos, cabe preguntarse, jnecesitamos algin tipo de facultad en orden a
abstraer las condiciones particulares expresadas en el diagrama y leer las propiedades
estructurales que el diagrama expresa? La respuesta, desde mi punto de vista, es si.
Necesitamos pensar una clase de intuicién que, al lado de la intuicién meramente em-
pirica, restringida a la aprehensién de las propiedades meramente incidentales de los
diagramas, se oriente hacia las propiedades abstractas que los diagramas se encuen-
tran instanciando. ;Gémo podriamos caracterizar esta clase de intuicion sofisticada?
En este contexto, asumiré como mias algunas ideas de Husserl, aunque intentaré, al
mismo tiempo, darles un sentido mas claro relacionandolas con parte de la practica
geométrica a la que he referido hace un momento.

Segun este autor, atoda cienciale corresponde un dominio de objetos como cam-
po de sus investigaciones, y a los conocimientos de esos objetos, esto es, a los juicios
que se forman sobre ellos les corresponden, como fuente de su validez, ciertas intui-
ciones en las que esos objetos se dan de manera inmediata. En todas las ciencias em-
piricas, el modo mediante el cual los objetos se dan es la percepcién. Y en la percep-
cion los objetos aparecen individualizados desde el punto de vista espacio-temporal.
En este “darse” espacio-temporal se manifiesta, para Husserl, la contingencia del ser
individual, es decir, el hecho de que los objetos aparecen en determinadas relacionesy
sin embargo podrian hacerlo de otras. Por ejemplo, un objeto que se da en determina-
do punto del tiempo podria muy bien darse en cualquier otro. Sibien podemos afirmar
la validez de ciertas leyes naturales, estas no expresan mas que ciertas regularidades
facticas que podrian ser enteramente de otra forma. Sin embargo, afirma Husserl, de-
tras de esta contingencia de los hechos naturales, existe un tipo de necesidad esencial
que remite a una universalidad esencial. Estanecesidad no tiene que ver con las relacio-
nes meramente empiricas enlas que los objetos aparecen, sino con el conjunto de pro-
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piedades esenciales que definen a cada existente y que permanecen invariantes a tra-
vés de los diferentes modos de aparecer los objetos. Dice Husserl:

Un objeto individual no es meramente individual; un “eso que esta alli”, un obje-
to que sdlo se da una vez, tiene, en cuanto constituido en “si mismo” de tal o cual
manera, su indole peculiar, su dosis de predicables esenciales que necesitan con-
venirle (en cuanto “es tal como es en si mismo”) para que puedan convenirle

otras determinaciones secundarias y relativas (Husserl, 1949, p. 19).

Es decir, que cada individuo posee un sustrato de propiedades esenciales comtun
a muchos otros individuos y en virtud de las cuales pertenece a una determinada “re-
gion” o “categoria” de objetos. Por ejemplo, toda cosa material individual tiene su propia
forma esencial que consiste en la “cosa material en general”, con una determinacién
temporal, una figura y una materialidad en general.

De acuerdo con Husserl, al igual que los individuos y sus relaciones pueden ser
aprehendidos en la intuicién empirica, esto es, en la percepcién, podemos también,
partiendo de esa misma intuicion empirica, aprehender los rasgos esenciales que do-
minan los hechos mediante un tipo de intuicion de esencias (Wesenerschauung) .Enldeas
Husserl es ciertamente criptico ala hora de caracterizar el proceso de intuicién eidéti-
ca o ideacién, utilizando principalmente analogias con la intuicién empirica. Sin em-
bargo, desde trabajos posteriores podemos hacernos una idea mas cabal de lo que te-
nia en mente.

Enlasecciéon g de Psicologia fenomenoldgica (1 977) y en el capitulo 2 de la tercera
parte de Experiencia y juicio 1 973), el proceso de ideacion es descrito como compuesto
de los siguientes momentos: (1) comenzamos con un ejemplo o “modelo”; (2) se reco-
rren activamente a una multiplicidad de variaciones del ejemplo; (3) se encuentra que
ocurre un traslape como una “unidad sintética” a través de las variaciones; y (4) se
identifica activamente esta unidad sintética como un invariante a través de las varia-
ciones. Es en este estadio del proceso en el que hay una conciencia de una esencia,
siendo esta aquello que todas las variaciones tienen en comun, es decir, aquello que
permanece invariante a través de las variaciones.

Tratemos de darle sentido a estas ideas de Husserl con un ejemplo sencillo que
involucra puntos y lineas en la geometria euclidiana. Obsérvese los puntos sobre una
linea numérica en la siguiente figura:
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Podemos expresar las transformaciones de los puntos P_sobre estalinea en tér-
minos de sus coordenadas ya que existe un isomorfismo entre los puntos y sus coorde-
nadas. Ahoraimaginese la siguiente transformacion: muévase cada punto 4 unidades a
la derecha. Bajo estavariacién (técnicamente conocida como traslacién) todos los pun-
tos son cambiados. -2 se vuelve 2, -1 se vuelve 3, o se vuelve 4, 1 se vuelve 5, 2 se vuelve
6 etc. ;Qué es lo que todos estos cambios tienen en comtn? Podriamos escribir una
pequefia ecuacion para expresarlo: la coordenadax’ del punto correspondiente al pun-
to P, se relaciona a la coordenada x mediante la ecuaciéon x’= x + 4. Bajo esta transfor-
maciénno hay puntos invariantes. Si queremos podriamos generalizar desde esta base:
cada ecuacién de la formax’= x + arepresenta una traslacién de los puntos P_alos pun-
tos P.’= P_+ a. Pero ahora podemos preguntar, ;hay algo que permanezca invariante
bajo esta transformacién? La respuesta es si. La distancia permanece invariante, pues
x, - x,=x -x,dado que vemos que esta ultima ecuacion se sostiene aunque todos los
puntos cambien de acuerdo ala férmulax’= x + a.

Husserl dice que intuir un universal o esencia, que es una clase de conciencia de
maés alto nivel, debe relacionarse a una multiplicidad de variaciones. Si hay conciencia
de una esencia debe darse una coincidencia entre las variaciones, la cual surge del acto
de recorrer dichas variaciones en tanto tales. x, - x, =x - X/, (la distancia) surge como
invariante para nosotros una vez que vemos, en el caso donde x” = x + 4, que hay una
coincidencia entre las variaciones 4 - 2y 8 - 6, 2 - 1y 6 - 5, etc. Hay algo que esos
diferentes pares de expresiones tienen en comin aunque seamos conscientes de ellas
en diferentes momentos. Contra este trasfondo de variaciones x, - x, = x| - X', emerge
como una unidad sintética. Lo que tenemos aqui, en palabras de Husserl, es una “sin-
tesis deidentidad”. Laidentidad es sintética en el sentido en que surge o puede produ-
cirse desde actividades mentales que estan teniendo lugar en momentos diferentes.
Debido a que esas actividades mentales tienen duracion temporal y ocurren en dife-
rentes momentos, debe haber alguna funcién cognitiva sintetizadora que esta tenien-
do lugar a través de ellas. Husserl agrega que debe haber una identificacion activa de
esta unidad sintética como un invariante a través de las variaciones.

CONCLUSIONES

Alo largo de estas paginas he intentado defender la compatibilidad entre el uso de
diagramas en geometria y el cardcter necesario de las pruebas basadas en los mismos,
apelando a una clase especial de intuicién. Esta intuicién sofisticada, como la llamé
Felix Klein,'? no se concentra en las caracteristicas particulares de los diagramas
geométricos, sino en las propiedades esenciales que ellos se encuentran instanciando.
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Mi argumento ha procedido a través del recurso al propio desarrollo de la geo-
metria. Como hemos visto, esta se ha conducido hacia niveles siempre crecientes de
abstraccion aunque sin abandonar el recurso a los diagramas. La introduccion de ele-
mentos imaginarios, entidades de razén, como las llamé Poncelet, objetos represen-
tados por una variedad de diagramas particulares que exhiben una regla de conexién
que los unifica conceptualmente, asi como los invariantes exhibidos a través de las
transformaciones, habla a las claras del uso extendido de los diagramas en la propia
practica geométrica.13 No obstante, como ya se habian planteado los antiguos, este re-
curso a las construcciones trae consigo el problema no menor de explicar cémo es po-
sible que las pruebas obtenidas mediante ellas sean validas universalmente. Es decir,
;como extender el campo de validez del resultado obtenido mediante cierta construc-
cién geométrica al campo total al que esa construccién pertenece? Aqui es donde entra
laidea de una facultad especial de intuicién que extiende la validez del resultado obte-
nido através del diagrama particular ala clase completa de dichos objetos. Este diagra-
ma particular, como representante de una clase, expresa las propiedades definitorias
de la misma, las cuales son aprehendidas mediante una intuicién que, por supuesto,
no puede ser empirica. A su vez, este caracter no empirico de la intuicién de esencias
es lo que hace que la posible vaguedad de los diagramas no sea un obstaculo para la
aprehensién de dichas propiedades, pues aun en la percepcién ordinaria, podemos,
mediante el recurso a laimaginacion o ain en un estado de alucinacién, reconocer las
propiedades empiricas que posibilitan identificar un objeto. Por supuesto, habra con-
diciones minimas que un diagrama debera cumplir en orden a ser considerado una
instancia de una clase. La vaguedad del diagrama no puede ser tal que violente la regla
contenida en el concepto del cual emana. En este sentido, los diagramas pueden ser
diversos, pues no hay una tinica forma de instanciar un concepto. Como dijimos antes
comentando la posicién de Poncelet, diferentes figuras, desde el punto de vista sensi-
ble, pueden expresar un mismo concepto. Cuando vemos, mediante un grupo de trans-
formaciones continuas definidas a priori que una figura se convierte en otra pero que
en esta ultima se preservan ciertos relaciones estructurales entre sus elementos que
estaban en la primera, entonces decimos que ambas figuras expresan las propiedades
de una misma clase. Para volver a mi ejemplo anterior, si somos capaces de compren-
der, a través de la apelacién a los diagramas, que la distancia se preserva a través de
traslaciones continuas, entonces en ese acto hemos aprehendido una esencia.@

12 La expresion estd tomada de su1996 [1911].

13 Hahabido unainterpretacion generalizada de la obra de Hilbert, la cual proviene de lalectura de algunos empiristas
légicos, que afirma que desde el punto de vista del eminente matematico, la geometria hace completa abstraccion de
todo contenido intuitivo. Como ha mostrado cierta reciente revisién de la obra de Hilbert esta lectura es completa-
mente infundada. Cfr. especialmente Majer (1995).
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ABSTRACT

In this paper I consider the ancient problem of the dependence of synthetic geometry of the diagrams
and the demand of necessity and universality for its results. I defend that the source of this necessity isa
priori, aspecial kind of intuition that, in analogy to ordinary empirical intuition, restricted to the appre-
hension of the particular features of the objects, pass trough those to the apprehension of the shared pro-
perties of a class of objects. [ will try to suggest that the postulation of that kind of intuition is not a mere
philosophical device, but that it find evidence in the geometrical practice, especially in the development
this discipline suffered in the nineteenth century, in hands of Poncelet and Klein, between others.
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